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Magistrsko delo naj celovito obravnava igro poimenovano kitajski obro£i. Natan£no
naj bo predstavljena matemati£na formulacija igre. Po eni strani naj bodo v ma-
gistrsko delo vklju£eni najnovej²i matemati£ni rezultati v povezavi z igro, po drugi
strani pa naj bo poudarek tudi na zgodovini igre.
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Kitajski obro£i
Povzetek
Kitajski obro£i so uganka, ki je pritegnila pozornost tako laikov kot tudi ²tevilnih
matematikov. eprav igra danes nosi ime kitajski obro£i, ni potrjeno, da je izvor
res kitajski. Matematiki so v za£etku 16. stoletja ºe obravnavali kitajske obro£e in
razvili u£inkovite algoritme re²evanja, matemati£ni model in teorija pa se je pojavila
²ele z Grosom v 19. stol. V delu obravnavamo optimalen na£in re²evanja klasi£nih
kitajskih obro£ev kot tudi pospe²enih kitajskih obro£ev. Graf stanj kitajskih obro-
£ev je izomorfen grafu poti, zato ima graf stanj nekatere zanimive lastnosti. Med
pomembnej²imi lastnostmi je povezava med stanjem grafa in oddaljenostjo od za£e-
tnega vozli²£a. Za prehajanje med stanjem grafa in oddaljenostjo uporabimo Grosov
avtomat, v obratno smer pa uporabimo Grayev avtomat. Iz kitajskih obro£ev iz-
virajo tudi nekatera zanimiva zaporedja. Lichtenbergovo zaporedje je zaporedje
potrebnih premikov za re²itev problema kitajskih obro£ev z n obro£i, Grosovo zapo-
redje pa je zaporedje optimalnih premikov pri dajanju obro£ev na nosilec. V delu je
predstavljena in analizirana tudi igra zaklenjeni slon£ki, ki je razli£ica igre kitajskih
obro£ev.
Chinese rings
Abstract
Chinese rings is a puzzle that has attracted the attention of laity and mathema-
ticians. Today we recognize the puzzle by the name Chinese rings; however, it is not
conﬁrmed that it really comes from China. Although mathematicians had already
in the 16th century started with the discussion about Chinese rings and developed
eﬀective solving algorithms, the mathematical model and theory emerged only in the
19th century with Gros. In this work we present the optimal way of solving classic
Chinese rings as well as accelerated Chinese rings. The state graph of the Chinese
rings is isomorphic to the path graph, what gives to the state graph some interesting
properties. Among the most important characteristics is the connection between a
state of the graph and its distance from the initial vertex. We use Gros's automa-
ton to get a distance from the state of the graph and in the opposite direction we
use Gray's automaton. We analyse some sequences coming from the Chinese rings.
The Lichtenberg sequence is a sequence of necessary moves to solve the problem of
Chinese rings with n rings, and the Gros sequence is the sequence of optimal moves
when moving rings on the bar. A version of Chinese rings which is named Elephant
Spin Out Puzzle is also introduced and analysed in this work.
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1 Uvod
Kitajski obro£i so mehanska uganka s poljubnim ²tevilom obro£ev, ki se nahajajo
na nosilcu. S palicami so prepleteni med seboj, te pa so vpete v kovinsko plo²£ico.
Najpogosteje je ²tevilo obro£ev sedem ali devet. Igro za£nemo v stanju, ko so vsi
obro£i na nosilcu. Cilj igre je, da (v najmanj potezah) spravimo vse obro£e z nosilca,
torej da lo£imo nosilec in obro£e, prepletene s palicami. Kon£no stanje je prikazano
na sliki 1. Obro£e lahko z nosilca odstranjujemo zgolj na eni strani, zato drugo stran
nosilca imenujemo ro£aj.
Slika 1: Slika prikazuje posamezne dele kitajskih obro£ev (verzija z devetimi obro£i)
v kon£nem stanju (ko so vsi obro£i sneti z nosilca).
Zaradi laºjega razumevanja obro£e o²tevil£imo z 1 do 9, kakor prikazuje slika 2.
Obro£, ki je najbolj oddaljen od ro£aja, ozna£imo z 1, ostale pa ozna£ujemo na-
ra²£ajo£e. V primeru uganke z n obro£i je torej obro£ najbliºje ro£aju ozna£en z
n.
Zna£ilnost igre je, da lahko obro£ 1 vedno snamemo z nosilca, oziroma ga damo
nazaj na nosilec, medtem ko lahko n-ti obro£ za n > 1 snamemo z nosilca samo
tedaj, ko je na nosilcu obro£ (n − 1), vsi obro£i pred njim (torej obro£i od 1 do
n− 2) pa so sneti z nosilca.
V poglavju 2 je predstavljena zgodovina igre. Kljub temu da se igra imenuje
kitajski obro£i in je bila precej vpeta v kitajsko druºbo in umetnost, do sedaj najdeni
viri kaºejo, da so se prvi algoritmi re²evanja razvili v Evropi.
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Slika 2: O²tevil£eni obro£i
V poglavju 3 je predstavljen matemati£en pogled na uganko. Problem je ustrezno
formuliran, izra£unano pa je tudi ²tevilo potrebnih premikov, da re²imo problem ki-
tajskih obro£ev z n obro£i. Podan je tudi u£inkovit algoritem re²evanja. Podrobneje
se posvetimo grafu stanj, ki izhaja iz uganke, in njegovim lastnostim. Obravnavamo
tudi algoritma, ki nam omogo£ata, da za dolo£eno vozli²£e poi²£emo oddaljenost od
vozli²£a αn ali obratno, iz razdalje izra£unamo, za katero vozli²£e gre.
V poglavju 4 bomo podrobneje pregledali nekaj del, kjer so se avtorji problema
lotili prvi£, oziroma je njihov na£in vzbudil na²e zanimanje. Posebno pozornost
bomo namenili tudi Cardanovemu na£inu re²evanja, ki ga danes imenujemo pospe-
²eni kitajski obro£i.
V poglavju 5 je obravnavanih nekaj zaporedij, ki se pojavijo pri re²evanju ki-
tajskih obro£ev oziroma pospe²enih kitajskih obro£ev. Izpeljemo tudi zvezo, ki
povezuje ²tevilo premikov za oba na£ina re²evanja. Optimalen algoritem re²evanja
kitajskih obro£ev predstavlja Grosovo zaporedje, ki si ga bomo, skupaj z nekaterimi
njegovimi lastnostmi, pogledali na koncu tega poglavja.
V zadnjem poglavju, poglavju 6, bomo obravnavali igro, podobno kitajskim obro-
£em. Imenuje se zaklenjeni slon£ki. Posebnost igre je, da so obro£i zamenjani z diski
vpetimi v drsnik, ki jih lahko rotiramo okoli njihove osi. Cilj igre je, da vse slon£ke iz
za£etnega vertikalnega poloºaja spravimo v horizontalni poloºaj in drsnik s slon£ki
potegnemo iz ohi²ja.
Preden vstopimo v pregled zgodovine, deﬁnirajmo nekaj simbolov in deﬁnicij, ki
jih bomo uporabljali v tem delu.
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1.1 Osnovni simboli in deﬁnicije
V tem podpoglavju bomo vpeljali nekaj simbolov in deﬁnicij, ki jih uporabljamo v
magistrski nalogi.
• e je n pozitivno celo ²tevilo, potem naj [n] ozna£uje mnoºico {1, . . . , n}.
• Mnoºico bitov bomo ozna£evali z B, torej B = {0, 1}.
• V grafu G z V (G) ozna£imo mnoºico vozli²£ grafa G, z E(G) pa ozna£imo
mnoºico povezav.
• Graf stanj kitajskih obro£ev z n obro£i ozna£imo z Rn.
• Posamezno stanje kitajskih obro£ev z n obro£i zapi²emo v obliki niza s =
sn . . . s1. Vrednost sr = 1, za r ∈ [n], pomeni, da je obro£ na nosilcu. e je
sr = 0, za r ∈ [n], obro£ ni na nosilcu.
• Oznaka 1n pomeni, da je vseh n obro£ev na nosilcu.
• Oznaka α(n) := 0n pomeni, da noben izmed n obro£ev ni na nosilcu.
• Stanje 10n−1 ima posebno vlogo med vsemi stanji igre, zato zanj rezervirajmo
oznako ω(n).
• Pri re²evanju kitajskih obro£ev sta pomembni dve vrsti premikov. Premik tipa
0 ozna£uje premik obro£a 1. Premik tipa 1 pa pomeni premik obro£a, ki je za
prvim obro£em na nosilcu.
• V trditvah, povezanih z zaporedji, pomembno vlogo igra lihost oziroma sodost
²tevila obro£ev, zato vpeljemo oznako n0 = n mod 2.
• Z l ozna£imo Lichtenbergovo zaporedje. Tako ln predstavlja ²tevilo potrebnih
premikov, da spravimo n obro£ev z nosilca (da pridemo iz stanja 1n v 0n)
oz. ekvivalentno, ²tevilo potrebnih premikov, da spravimo n obro£ev na nosilec
(da pridemo iz stanja 0n v 1n).
• Z λn ozna£imo zaporedje, ki ²teje ²tevilo premikov na nosilec v problemu
1n → 0n.
• Z µn ozna£imo zaporedje, ki ²teje ²tevilo premikov z nosilca v problemu 1n →
0n.
• Razliko sosednjih dveh £lenov zaporedja a ozna£imo z an = an − an−1.
• A = µ predstavlja Arimino zaporedje.
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• Z oznako p ozna£imo Purkissovo zaporedje, kjer pn predstavlja ²tevilo po-
trebnih premikov pri re²evanju pospe²enih kitajskih obro£ev, da spravimo n
obro£ev z nosilca (da pridemo iz stanja 1n v 0n) oz. ekvivalentno, ²tevilo po-
trebnih premikov, da spravimo n obro£ev na nosilec (da pridemo iz stanja 0n
v 1n).
• Jacobsthalovo zaporedje zaporedje ozna£imo z J , zanj velja J := l.
• Oznaka g predstavlja Grossovo zaporedje. To je zaporedje obro£ev pri opti-
malnem re²evanju problema 0n → 1n.
V zaklju£ku uvoda si oglejmo ²e nekaj deﬁnicij iz teorije grafov in teorije zapo-
redij, ki jih bomo potrebovali kasneje.
Deﬁnicija: Zaporedje a = (an)n∈N, kjer je £len an iz abecede A, imenujemo ne-
ponavljajo£e oziroma brezkvadratno zaporedje (nad A), £e ne vsebuje podzaporedja
oblike xx (kvadrat), kjer je x neprazno podzaporedje zaporednih znakov v a.
Deﬁnicija: Zaporedje simbolov a = (an)n∈N je strogo brezkvadratno, £e ne vsebuje
podzaporedja oblike xy, kjer sta x in y neprazni podzaporedji zaporednih simbolov
v a, tako da simboli podzaporedja y tvorijo permutacijo podzaporedja x.
Primer: Zaporedje xyzxzy je brezkvadratno, ni pa strogo brezkvadratno, saj je
podzaporedje xzy permutacija podzaporedja xyz.
Deﬁnicija: V vsakem povezanem grafu G lahko deﬁniramo razdaljo med vozli-
²£ema. Razdalja med vozli²£ema u in v, dG(u, v), je enaka dolºini najkraj²e poti
med vozli²£ema u in v.
Deﬁnicija: Ekscentri£nost vozli²£a u, εG(u), je maksimalna razdalja med u in osta-
limi vozli²£i grafa G. Velja εG(u) = max
v∈V (G)
dG(u, v).
Deﬁnicija: Skupna ekscentri£nost grafa G, E(G), je vsota vseh ekscentri£nost grafa
G. Velja E(G) =
∑
u∈V (G)
εG(u) =
∑
u∈V (G)
max
v∈V (G)
dG(u, v).
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Deﬁnicija: Povpre£na ekscentri£nost grafa G, ε(G), je enaka ε(G) = 1|V (G)|E(G) =
1
|V (G)|
∑
u∈V (G)
εG(u).
Deﬁnicija: Povpre£na razdalja povezanega grafa G je d(G) = 2W(G)|V (G)|2 , kjer je W(G)
Wienerjev indeks. Wienerjev indeks je vsota vseh razdalj med poljubnima dvema
vozli²£ema grafa G, torej W(G) =
∑
{s,t}∈(V (G)2 )
dG(s, t).
Deﬁnicija: Premer grafa, diam(G), je maksimalna ekscentri£nost vseh vozli²£ grafa
G. Velja diam(G) = max
u∈V (G)
ϵG(u) = max
u,v∈V (G)
dG(u, v).
Deﬁnicija: Naj bo G neusmerjen graf, D pa mnoºica barv. Preslikava bv : V (G)
→ D deﬁnira (vozli²£no) barvanje, £e nobeni dve sosednji vozli²£i nimata iste barve.
Podobno, preslikava be : E(G) → D deﬁnira povezavno barvanje, £e nobeni dve
povezavi s skupnim kraji²£em nimata iste barve.
Deﬁnicija: Popolna koda v povezanem grafu G je podmnoºica C ⊆ V (G) z lastno-
stjo, da za vsak v ∈ V ∃1 c ∈ C : dG(v, c) ≤ 1. Elementom mnoºice C pravimo
kodne besede.
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2 Zgodovinski razvoj
V tem poglavju, kjer ni zabeleºeno druga£e, sledimo £lanku A diﬃcult case: Pacioli
and Cardano on the Chinese rings [12] .
Kljub temu da igra danes nosi ime kitajski obro£i, iz zgodovinskih virov ne
moremo sklepati, da dejansko tudi izvira iz Kitajske. V tem poglavju si bomo
podrobneje pogledali, kaj lahko iz zgodovinskih virov izvemo o zgodovini kitajskih
obro£ev predvsem s podro£ja Kitajske in Evrope.
2.1 Kitajska
Koncept razvozlavanja povezanih obro£ev je mo£no zakoreninjen v kitajski kulturi.
V knjigi Umetnost vojne kitajskega avtorja Sun Cuja (544496 pr. n. ²t.) tako na-
letimo na izraze obro£i, povezani obro£i in prepleteni obro£i, vendar jih ne
moremo povezati z uganko, kot jo poznamo danes. Prav tako je znano, da je ﬁlozof
Hui Shi (ca. 380305 pr. n. ²t.) izjavil: Povezane obro£e lahko lo£imo [3].
Velik problem pri identiﬁkaciji predstavlja £arovni²ki trik z istim imenom, ki
vsebuje kovinske obro£e, med izvajanjem trika pa izgleda, kot da se obro£i med
seboj sklaplajo in prehajajo drug skozi drugega. Pod imenom kitajski obro£i se je
pojavljala tudi ºi£nata priprava z nekaj pari prepletenih nesimetri£nih obro£ev, ki
jih je potrebno razvozlati.
O nastanku kitajskih obro£ev kroºi legenda, da jih je kitajski junak Hung Ming
(181234) dal svoji ºeni, ko je odhajal v vojno, da bi se z njimi zamotila med njegovo
odsotnostjo [10].
Yang Shen (14881559) je v svoji zbirki Sheng'an ji zapisal, da sedaj poznajo
predmet, ki ga imenujejo nine linked rings (devet povezanih obro£ev). Narejen je
iz medenine ali ºeleza namesto iz ºada. To je igra£a za ºenske in otroke [3].
Kitajski obro£i se pojavljajo v kitajski literaturi, glasbi in umetnosti. Omenjeni
so v enem izmed ²tirih velikih kitajskih klasi£nih romanov, v knjigi Sanje rde£ega
paviljona [7], katere avtor je Cao Xueqin (17151763). Delo je bilo napisano okoli
leta 1760 in objavljeno leta 1791. Vsebuje odlomek, v katerem nastopata glavna
literarna junaka Daiyu in Baoyu. Daiyu skupaj z Baoyuom v njegovi sobi posku²a
razvozlati kitajske obro£e [3].
O kitajski obro£ih govori tudi ljudska pesem z naslovom Devet povezanih obro-
£ev, ki se je pojavila v £asu dinastije Ming (13681644). V natisnjeni obliki jo lahko
prvi£ najdemo v pesmarici Echos from White Snow (Odmevi belega snega), ki jo je
zbral Hua Guangsheng in je iz²la leta 1804. Pesem je zelo popularna predvsem v
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vzhodnih kitajskih provincah (Dºiangsu, edºiang in Fujian), kjer poznajo razli£ne
verzije [3]. Ena izmed njih gre nekako takole:
Moj ljubi mi je dal devet povezanih obro£ev.
S svojima rokama jih ne zmorem razvozlati, jih ne zmorem razvozlati.
Moj ljubi, prosim razvozlaj mojih devet povezanih obro£ev, devet
povezanih obro£ev.
Poro£ila se bom s teboj in ti bo² moj moº.
V do sedaj znanih kitajskih virih se najzgodnej²a upodobitev kitajskih obro£ev
nahaja na sliki iz leta 1807. Avtor Yu Ji (1738-1823) je na njej upodobil gospo, ki v
rokah drºi kitajske obro£e z devetimi obro£i. Portret je leta 1893 v vzhodnem kitaj-
skem mestu Yangzhou (pokrajina Dºiangsu) kupil nem²ki sinolog Friedrich Hirth,
ki je verjel, da je slika samo kopija slike mojstra Tang Yina (14701523) iz dinastije
Ming(13681644) [3]. Vse ostale najdene ilustracije so kasnej²ega nastanka. Med
njimi je najbolj zanimiva skoraj stoletje starej²a risba z naslovom Domiseln podvig
z obro£i, ki si jo lahko ogledamo v viru [3]. Njen avtor, Wu Youru (18401893),
je bil vodilni ilustrator priljubljenih revij, ki predstavljajo ºivljenje v anghaju ko-
nec 19. stoletja. V avtorjevih delih se odraºa njegovo dobro opazovanje navad in
obi£ajev. Risba iz leta 1892 prikazuje ²tiri mlade ºene in otroka iz razko²nega ²ang-
hajskega okolja. Dve gospe se igrata s kitajskimi obro£i z devetimi obro£i, otrok pa
se steguje k enemu izmed pripomo£kov [3].
Najstarej²a do sedaj najdena kitajska obravnava igre sega v leto 1821. Pisatelj,
ki je sam sebe imenoval Zhu Xiang Zhuren, je v ²estih delih izdal knjigo aktivnosti
za dekleta in mlade ºene z naslovom Xiao hui ji (Male modrosti). V dveh tabelah
je predstavil metodo rekurzivne narave, kako spraviti devet obro£ev z nosilca. Poleg
tabel se v knjigi nahaja tudi risba kitajskih obro£ev [3]. Tabeliranje omogo£a, da
enostavno in hitro osvojimo na£in re²evanja, zato si jo bomo ogledali v poglavju 4.
Malo nenavadno pa je, da je uganka ºe petdeset let pred tem obravnavana v knjigah
japonskih matematikov. Primer je delo Sh	uki Sanp	o iz leta 1769 avtorja Yoriyukija
Arime, kjer je, prav tako v tabeli, predstavljena re²itev kitajskih obro£ev. Idejo
njegove re²itve si bomo pogledali v podpoglavju 5.2.
Angle²ki znanstvenik, zgodovinar in sinolog Joseph Needham je v svojem leta
1959 izdanem priro£niku Znanost in kitajska civilizacija [2] (v originalu Science and
Civilisation in China) na kratko omenil kitajske obro£e. Zapisal je, da je bil na
Kitajskem v za£etku 20. stoletja pripomo£ek poznan kot lien huan chhüan, kar
pomeni obro£ povezanih obro£ev. V knjigi se nahaja risba kupljenega primerka.
Needham zapi²e, da je izvor pripomo£ka precej nejasen [15].
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2.2 Evropa
Najzgodnej²i evropski vir o kitajskih obro£ih je knjiga Luce Paciolija De viribus
quantitatis, ki je kot rokopis nastala med letoma 1496 in 1509. Knjiga je obseºna
zbirka o ugankah, £arovni²kih trikih in razvedrilnih problemih. V njej se nahaja tudi
precej natan£en opis pripomo£ka, kot je bil znan v za£etku 16. stoletja. Rokopisu
je bila priloºena tudi slika, ki pa se je ºal izgubila. Pacioli v delu opisno poda potek
dajanja obro£ev na nosilec in z nosilca, z namenom, da spravimo kitajske obro£e s
sedmimi obro£i iz stanja, ko so obro£i in nosilec lo£eni, do stanja, ko so vsi obro£i
na nosilcu. Njegovo delo si bomo podrobneje pogledali v poglavju 4.
Paciolijevo delo do leta 1997 ni bilo izdano v tiskani obliki. Rokopis je bil v lasti
zbiralca knjig iz 18. stoletja Giovannija Giacoma Amadeija, kasneje pa je knjigo
pridobila univerzitetna knjiºnica v Bologni. Zato je dolgo £asa za najzgodnej²i vir o
kitajskih obro£ih veljala Cardanova knjiga De subtilitate iz leta 1550. V italijan²£ini
se kitajski obro£i imenujejo anelli di Cardano, torej Cardanovi obro£i, sam Cardano
pa je pripomo£ek imenoval instrumentum ludicrum (igrivo orodje). Cardano v delu
natan£no (z merami) opi²e napravo, ki jo je obravnaval. Tudi on obravnava kitajske
obro£e s sedmimi obro£i. Zanimiv pa je njegov na£in re²evanja, zato si bomo tudi
njegovo delo podrobneje pogledali v poglavju 4.
V 17. stoletju so kitajski obro£i pritegnili pozornost Johannisa Wallisa, ki je leta
1693 izdal knjigo De algebra tractatus. V njej ²est strani posveti De complicatis
annulis (povezani obro£i) in omeni Cardana kot glavni vir. Zanimivo je, da je
pripomo£ek, ki ga obravnava Wallis, druga£en od tistega, ki ga opisuje Cardan, kar
nakazuje na to, da je imel tak pripomo£ek na razpolago. Razlikuje se predvsem po
tem, da ima Wallisov pripomo£ek devet obro£ev, Cardano pa je obravnaval takega
s sedmimi. Tudi Wallisov na£in re²evanja si bomo pogledali v poglavju 4.
Zgolj kot ilustracija je uganka prikazana v enciklopediji o razvedrilnih problemih
Jacquesa Ozanama iz leta 1725. O njej ne razpravlja nikjer v tekstu. Njegova verzija
ima sedem obro£ev, palice, ki drºijo obro£e, so pri£vr²£ene v leseno oziroma usnjeno
plo²£ico.
eprav je uganka fascinirala Paciolija, Cardana in Wallisa, pa je pritegnila pozor-
nost sodobnih matematikov ²ele z leta 1882 objavljeno Lucasovo knjigo Récréations
Mathématiques, v kateri se sklicuje na Grossovo knjigo Théorie du Baguenodier par
un clerc de notaire lyonnais iz leta 1872. V Franciji so prav zaradi teh dveh knjig
kitajski obro£i poznani pod imenom baguenodier (kot predlaga Lucas, saj bagueno-
dier izhaja iz besedne zveze vozel obro£ev [14]) oziroma baguenaudier (kot predlaga
Gros. Baguenaudier je sicer ime rastline, vendar baguenauder pomeni sprehajati se
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in zapravljati £as [14]). eprav se v Grosovi knjigi nahaja tudi etimolo²ki uvod, pa,
zanimivo, nikjer ne omenja kitajskega izvora.
Izraz Chinese rings, torej kitajski obro£i, se za£ne pojavljati v Angliji po letu
1870 in postaja vedno bolj obi£ajen. Na najzgodnej²i zapis tega izraza naletimo
v leta 1873 izdanem Mathematical Questions with their Solutions from The Edu-
cational Times, Vol. XVIII. V njem G. S. Carra bralca izzove, naj dokaºe, da je
potrebnih 768614336404564650 premikov, da spravimo z nosilca 60 obro£ev, ki se
nahajajo na igra£i, ki se imenuje kitajski obro£i (a toy called Chinese Rings) [9].
Pred tem, v za£etku 17. stoletja, pripomo£ek imenujejo Tarriers (Tarrying Irons),
kar bi lahko prevedli kot zadrºevajo£e ºelezo. V Oxfordskih slovarjih iz 17. sto-
letja (izdaje 1601, 1627, 1661, 1675, 1690) kitajske obro£e najdemo pod geslom
Tiring-irons, se pravi utrujajo£e ºelezo [17]. Zgodnej²e angle²ke knjige, ki opisujejo
to uganko, ne omenjajo kitajskega izvora (v Magician's own book iz leta 1857 se
uganka imenuje The puzzling rings). Tudi H. J. Purkiss pripomo£ek v svoji nalogi,
objavljeni leta 1865 v [16], imenuje complicati annuli (the common ring-puzzle).
Nato pa se je pod tem imenom pripomo£ek za£el pojavljati v prodajnih katalogih
iger, recimo v katalogu Pecka in Snyderja iz New Yorka. V Illustrated Catalogue
of Extraordinary and Superior Conjuring Tricks gospoda Blanda iz Londona se leta
1889 pripomo£ek pojavi pod imenom Wonderful Japanese Puzzling Rings(£udovita
japonska uganka z obro£i) [18]. Vse kaºe, da se je pojem kitajski obro£i pojavil ²ele
pozno v 19. stoletju. Ime bi lahko pri²lo v uporabo zaradi popularnosti eksoti£nih
stvari z daljnega vzhoda v 19. stoletju.
e pogledamo, kako se kitajski obro£i imenujejo v nekaterih ostalih jezikih, ugo-
tovimo, da iz imen uganke ne moremo sklepati na kitajski izvor. Korejsko se imenuje
yu gaek yu, kar bi lahko prevedli kot pripomo£ek za zadrºevanje gosta. Nem²ko se
imenuje Zank oziroma Zankeisen, kar pomeni prepirajo£e ºelezo. Ime Nürnberger
Tand je v svojem £lanku iz leta 1769 uporabil Lichtenberg [13]. Nem²ko mesto
Nürnberg je ºe od 16. stoletja dalje sredi²£e prodaje in izdelave igra£, kar dokazuje
tudi s svojim letnim sejmom igra£. Hans Ehemann, nürnber²ki klju£avni£ar, naj bi
prvi pripomo£ek izdelal ºe v 16. stoletju [6]. Sprva naj bi se z imenom Nürnberger
Tand imenovali samo kitajski obro£i, kasneje pa se je ime preneslo tudi na druge
igra£e s tega obmo£ja [13]. vedi pripomo£ek imenujejo Sinclairs bojor, kar pomeni
Sinclairjevi okovi. V ﬁn²£ini orodje poznajo pod dvema imenoma  Vangin lukko
in Siperian lukko, kar pomeni zaporni²ka oziroma sibirska klju£avnica. Tudi v dru-
gih virih zasledimo, da so se kitajski obro£i uporabljali kot klju£avnica. Japonski
u£enjak nizozemskega jezika in znanosti Genpaku Sugita je zapisal, da je Gennai Hi-
raga uspel odpreti vre£o zaklenjeno s kitajskimi obro£i, ki je pripadala Janu Cransu,
²efu nizozemskega trgovskega podjetja v Deshima okoli leta 1769. Tudi Cardano na
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koncu zapisa o kitajskih obro£ih v De subtilitate zapi²e, da je pripomo£ek £isto ne-
uporaben sam po sebi, lahko pa ga uporabimo za prebrisano klju£avnico na skrinji.
V svojem delu Gros zapi²e, da mu je norve²ki matematik O. J. Broch pred kratkim
povedal, da ljudje na podeºelju ²e vedno uporabljajo kitajske obro£e, da z njimi
zaklepajo svoje zaboje in ºaklje [17].
Zanimivo je, da se v (zgodnjih) evropskih virih kitajski obro£i najpogosteje po-
javljajo s sedmimi obro£i, medtem ko je v kitajskih virih najbolj pogosta verzija
z devetimi obro£i. Ta konﬁguracija devetih obro£ev je potrjena tudi s kitajskim
imenom uganke  jiulianhuan namre£ pomeni devet povezanih obro£ev.
eprav je teºko dolo£iti izvor igre, pa je bila naprava najverjetneje izumljena
zgolj enkrat. Precej zahtevna razporeditev obro£ev, pali£ic in nosilca zmanj²uje
verjetnost, da bi jo izumilo ve£ ljudi neodvisno, oziroma da bi bila iznajdena v
razli£nih kulturah hkrati. Kdor je izumil kitajske obro£e, je moral imeti idejo, kako
jih re²iti. Vsi razpoloºljivi starej²i primerki so zelo podobni, razlikujejo se samo v
²tevilu obro£ev. Ve£inoma imajo vsi primerki 7 ali 9 obro£ev. Zato obstaja razlog.
e za£nemo z vsemi obro£i na nosilcu, je pri lihem ²tevilu obro£ev najbolj²a prva
poteza z obro£em ²tevilka 1, ki je vedno prost za premik. Pri sodem ²tevilu obro£ev
pa bi bilo potrebno najprej premakniti drugi obro£.
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3 Matemati£ni pogled na kitajske obro£e
3.1 Matemati£na formalizacija problema in re²itev
Matemati£na teorija o kitajskih obro£ih se je za£ela razvijati z Grosovo leta 1872 ob-
javljeno knjigo Théorie du Baguenodier par un clerc de notaire lyonnais. K teoriji je
veliko prispeval tudi Eduardo Lucas, avtor Hanojskega stolpa, ki je podal elegantno
re²itev z uporabo dvoji²kega sistema. V tem poglavju se bomo drºali vira [14].
Kitajske obro£e z n ∈ N obro£i lahko obravnavamo matemati£no z grafom Rn.
Vozli²£a grafa Rn so iz mnoºice Bn, par {s, t} ∈ (Bn
2
)
pa predstavlja povezavo, £e se
stanji s in t razlikujeta za premik enega obro£a (povezave so med pari vozli²£, ki se
razlikujejo za en bit znotraj mogo£ih premikov).
Deﬁnirajmo s, besedo nad abecedo B, oziroma dvoji²ki niz dolºine n. Beseda s
je zapis s = sn . . . s1, kjer je sr = 1, £e je obro£ r ∈ [n] na nosilcu, in sr = 0, £e je
obro£ r ∈ [n] odstranjen z nosilca. Niz b · · · b dolºine k ∈ N pi²emo kot bk.
Vsako stanje kitajskih obro£ev lahko doseºemo z uporabo premikov dveh vrst.
V primeru, da obro£ ni na nosilcu, premik pomeni prehod obro£a skozi zanko na
nosilec. e pa je obro£ na nosilcu, premik pomeni prehod obro£a skozi zanko, da
le-ta ni ve£ na nosilcu.
Premik tipa 0 je premik najbolj desnega obro£a (obro£a ²tevilka 1), ki ga lahko
vedno premaknemo.
Premik tipa 1 pa je premik obro£a, ki je za prvim obro£em na nosilcu (gledano z
desne).
Torej, bit sk+1 lahko spremenimo, £e je k = 0 (premik tipa 0), ali £e je sk = 1 in
za vsak l ∈ [k − 1] : sl = 0 (premik tipa 1.)
Za b ∈ B velja:
• vsako stanje x . . . yb lahko spremenimo v x . . . y(1− b) s premikom tipa 0.
• vsako stanje x . . . yb10 . . . 0 lahko s premikom tipa 1 spremenimo v stanje
x . . . y(1− b)10 . . . 0.
Primer: Vzemimo kitajske obro£e z devetimi obro£i. Naj bo za£etno stanje z vsemi
obro£i na nosilcu, kon£no stanje pa naj bo nosilec lo£en od obro£ev. elimo torej
priti iz stanja 111111111 v stanje 000000000. V prvem koraku imamo dve moºnosti.
S premikom tipa 0 lahko snamemo obro£ 1 in pridemo v stanje 111111110 ali pa s
premikom tipa 1 snamemo obro£ 2 in pridemo v stanje 111111101. V prvem primeru
lahko v naslednjem koraku snamemo obro£ 3 (premik tipa 1, saj je na nosilcu obro£
2, obro£ 1 pa ne) in pridemo v stanje 111111010. V drugem primeru pa z uporabo
premika tipa 0 snamemo obro£ 1 in pridemo v stanje 111111100.
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Pojavi se vpra²anje ali obstaja najkraj²a re²itev in ali obstaja u£inkovit na£in
re²evanja  torej algoritem, ki bi nas vodil k najkraj²i re²itvi. Na ti dve vpra²anji
bomo iskali odgovor v preostanku poglavja.
Na²a ºelja je torej poiskati (najkraj²o) pot iz 1n v 0n v grafu Rn. Graf Rn je
neusmerjen, zato lahko za£nemo v vozli²£u
α(n) := 0n, n ∈ N
(potrebujemo enako ²tevilo premikov za problem 1n → 0n kot za problem 0n → 1n).
Vozli²£e α(n) je stopnje 1 za n ∈ N, njegov edini sosed je 0n−11. e je n > 1, potem
imamo za naslednji korak dve moºnosti. Lahko gremo nazaj v 0n (kar je z vidika
iskanja najkraj²e poti do stanja 1n slaba ideja), ali pa gremo do edinega moºnega
naslednjega soseda 0n−211. e nadaljujemo na ta na£in, ne bomo nikoli pri²li nazaj
v vozli²£e, ki smo ga ºe obiskali. Vsako vozli²£e ima namre£ stopnjo najve£ 2,
v prej²njem vozli²£u pa smo ºe bili, zato bi vra£anje nazaj pomenilo nepotrebno
podalj²evanje pot. Na ta na£in smo na na²em grafu (ki je pot) pri²li do edinega
drugega vozli²£a stopnje 1, do vozli²£a
ω(n) := 10n−1.
To pa nam ne zagotovi, da smo ²li tudi skozi vozli²£e 1n. Graf z natanko dvema
listoma in ostalimi vozli²£i stopnje 2 je sestavljen iz poti in dolo£enega ²tevila ciklov.
e pokaºemo, da je graf povezan, je Rn pot in smo ²li tudi skozi vozli²£e 1n.
Izrek 3.1. Graf Rn je povezan za vsak n ∈ N. Bolj natan£no, Rn je pot na 2n
vozli²£ih, iz vozli²£a α(n) v vozli²£e ω(n).
Dokaz. Izrek bomo dokazali z indukcijo na ²tevilo obro£ev n.
n = 1: Premik tipa 0 (ki ga lahko izvedemo vedno) nam omogo£a prehod iz
stanja 0 v stanje 1. Torej je R1 pot med vozli²£ema 0 in 1.
n→ n+ 1: Po indukcijski predpostavki je Rn pot od α(n) do ω(n). e priklju£imo
vsakemu vozli²£u v grafu Rn na levo stran 0, dobimo pot iz α(n+1) do 0ω(n) v grafu
R1+n, ki gre skozi vsa stanja, ki se za£nejo z 0. Podobno, £e priklju£imo vsem
vozli²£em grafa Rn na levo stran 1 in na graf pogledamo z drugega konca, dobimo
pot na 2n vozli²£ih grafa R1+n med vozli²£ema 1ω(n) in ω(n+1). Ti dve poti sta v
grafu R1+n povezani z natan£no eno povezavo (povezavo med 0ω(n) = 010n−1 in
1ω(n) = 110n−1), zato je dokaz kon£an.
Sledi alternativni dokaz izreka 3.1.
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Dokaz. Iz opisa pred izrekom 3.1 vidimo, da obstaja pot med vozli²£ema α(n) in ω(n),
ki jo ozna£imo z P n. Pot P n ⊂ Rn mora vsebovati povezavo e = {0ω(n−1), 1ω(n−1)},
saj je to edini dovoljen na£in, da spravimo n-ti obro£ na zanko. To pomeni, da P n
vsebuje 0P n−1, povezavo e in 1P n−1. Sledi, da je |P n| ≥ 2|P n−1|. Ker je |P 1| = 2,
sledi |P n| ≥ 2n in posledi£no P n = Rn.
Graf Rn torej dobimo tako, da vzamemo dve kopiji grafa Rn−1, drugo kopijo
prezrcalimo in obe poti poveºemo s povezavo.
Primer: Na sliki 3 lahko vidimo primer za graf R3. Zrcaljenje je ozna£eno s £rtkano
£rto. Z zeleno barvo so pobarvane ²tevke, ki so bile dodane grafu R2.
Slika 3: Graf R3
Opomba: Sedaj je jasno, da lahko povezave grafa kitajskih obro£ev deﬁniramo
rekurzivno na naslednji na£in:
E(R1) = {0, 1},
∀n ∈ N : E(Rn+1) = {{ir, is}| i ∈ B, {r, s} ∈ E(Rn)} ∪ {{0ω(n), 1ω(n)}}.
Z ln ozna£imo ²tevilo potrebnih premikov, da spravimo n ∈ N obro£ev z nosilca
(da pridemo iz stanja 1n v stanje 0n v grafu Rn), oziroma da spravimo n ∈ N obro£ev
na nosilec (da pridemo iz stanja 0n v stanje 1n v grafu Rn). Velja slede£a rekurzivna
ena£ba:
Trditev 3.2. Velja l1 = 1 in za vsak n ∈ N, n > 1, velja: ln + ln−1 = 2n − 1.
Dokaz. Rn je pot na 2n vozli²£ih, dolºine 2n − 1, od vozli²£a α(n) do vozli²£a ω(n).
Nanjo lahko pogledamo kot na dve poti  na pot od vozli²£a α(n) = 0n do 1n, ki
je dolºine ln, in na pot od vozli²£a 1n = 11(n−1) do vozli²£a ω(n) = 10(n−1), dolºine
ln−1.
Alternativni dokaz lahko napravimo z indukcijo na n.
e je n = 2, potem je l2 + l1 = 2 + 1 = 22 − 1 = 3.
Sedaj dokazujemo, da velja ln+1 + ln = 2n+1 − 1.
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tevilo premikov, ki jih potrebujemo, da spravimo z nosilca (n + 1) obro£ev, je
ln+1 = ln−1 + 1 + ln−1 + ln. Potrebujemo namre£ ln−1 premikov, da spravimo dol
prvih (n − 1) obro£ev, z enim premikom spravimo dol obro£ (n + 1), potrebujemo
ln−1 premikov, da spravimo nazaj prvih (n − 1) obro£ev in potem potrebujemo ²e
ln premikov, da pridemo v stanje 0n. Velja torej:
ln+1 + ln = (ln−1 + 1 + ln−1 + ln) + ln =
= (ln + ln−1) + (ln + ln−1) + 1 =
IP
= (2n − 1) + (2n − 1) + 1 =
= 2 · 2n − 1 = 2n+1 − 1.
Iz rekurzivne zveze v trditvi 3.2 lahko izpeljemo eksplicitno formulo za izra£un
potrebnih premikov.
Najprej re²imo homogeni del: x+ 1 = 0, zato x = −1 in ln = A · (−1)n.
Nato izra£unamo nehomogeni del. Uganemo, da je nastavek ln = B · 2n + C (neho-
mogeni del je namre£ oblike 2n − 1). Izra£unajmo konstanti B in C:
ln + ln−1 = 2n − 1
B · 2n + C +B · 2n−1 + C = 2n − 1
2n(B +
B
2
) + 2C = 2n − 1
⇒ B = 2
3
,
C = −1
2
.
Iz homogene in partikularne re²itve dobimo ln = A · (−1)n + 232n − 12 . Ko v
ena£bo vstavimo za£etni pogoj (l1 = 1), dobimo −A+ 43 − 12 = 1 in A = −16 . tevilo
potrebnih premikov, da spravimo n obro£ev z nosilca (oziroma na nosilec) je torej
ln =
1
6
(−1)n+1 + 1
3
2n+1 − 1
2
. (3.1)
Za obi£ajne kitajske obro£e z devetimi obro£i torej potrebujemo minimalno
l9 =
1
6
(−1)10 + 1
3
· 210 − 1
2
=
1
6
+
1024
3
− 1
2
=
1023
3
= 341
premikov.
leni zaporedja l predstavljajo ²tevilo premikov, ki jih potrebujemo, da snamemo
n ∈ N obro£ev z nosilca. V tabeli 1 vidimo izra£une za ²tevilo potrebnih premikov,
da snamemo n ∈ [15] obro£ev. Oznaka l je v uporabi zaradi G. Christopha Lich-
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tenberga, ki je zaporedje izpeljal leta 1769. Lichtenberg je ºe ra£unal za splo²en n,
rekurzivne zveze pa ni napisal eksplicitno, ampak z ekvivalentno rekurzivno zvezo
l0 = 0, l1 = 1 in ln+1 = ln + 2ln−1 + 1 [12]. Da sta zvezi ekvivalentni, bomo pokazali
v podpoglavju 5.1.
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
ln 1 2 5 10 21 42 85 170 341 682 1365 2730 5461 10922 21845
Tabela 1: Tabela prikazuje minimalno ²tevilo premikov, ki so potrebni za re²itev
uganke, pri posameznem ²tevilu obro£ev.
Obi£ajno pa v virih namesto zapisa ln = 16(−1)n+1+ 132n+1− 12 zasledimo formulo
ln = ⌈23(2n − 1)⌉. Da je to dvoje enako, bomo dokazali v podpoglavju 5.1.
Fizik Lichtenberg svoj £lanek kon£a z (o£itno) izkustveno vrednostjo za koli£ino
£asa, ki ga potrebujemo, da re²imo problem kitajskih obro£ev z devetimi obro£i. V
njem trdi, da bi za ta problem potrebovali 11 do 12 minut. Posamezna poteza bi
nam torej vzela okoli dve sekundi [13]. Danes lahko na youtubu najdemo posnetke
ljudi, ki kitajske obro£e z devetimi obro£i re²ijo v manj kot treh minutah [5]. Treba
pa je priznati, da uganko re²ujejo tako, da hkrati premikajo obro£a 1 in 2, kjer je
to mogo£e. V resnici torej ne naredijo 341 potez, ampak le 265. Zanimiv pa je
tudi Lichtenbergov izra£un, da bi re²evalec, ki bi dnevno ²est ur posvetil kitajskim
obro£em, potreboval ve£ kot 64 dni, da bi re²il kitajske obro£e z dvajsetimi obro£i.
Pri ra£unanju potrebnega £asa za re²evanje kitajskih obro£ev s tridesetimi obro£i je
sicer naredil napako, pravilno pa je izjavil, da bi potrebovali ve£ milijonov let, da bi
re²ili kitajske obro£e s petdesetimi obro£i [13].
Recimo, da smo dobili v roke kitajske obro£e z vsemi obro£i na nosilcu. Verjetno
se nam postavi vpra²anje, s katerim tipom premika je najbolje za£eti. V pomo£ pri
odgovoru na to vpra²anje nam bo naslednja trditev.
Trditev 3.3. Funkcija Bn ∋ s ↦→ (∑nr=1 sr) mod 2 ∈ B deﬁnira vozli²£no barvanje
grafa Rn. Tip premika, ki je povezan s povezavo, deﬁnira povezavno barvanje.
Dokaz. Z vsakim premikom se zamenja natan£no en bit, kar prina²a vozli²£no bar-
vanje. Premiki tipa 0 in tipa 1 alternirajo vzdolº najkraj²e poti med vozli²£ema α(n)
in ω(n), o£itno se za£nejo in kon£ajo s premikom tipa 0.
Primer: S £rno so pobarvana vozli²£a, za katera je (
∑n
r=1 sr) = 0 mod 2, z zeleno
pa vozli²£a, za katera je (
∑n
r=1 sr) = 1 mod 2. Na sliki 4 vidimo vozli²£no barvanje
grafa R2. e dobimo v roke kitajske obro£e s samo dvema obro£ema, je potrebno
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za£eti s premikom tipa 1, da pridemo v stanje 00. Na sliki 5 pa vidimo vozli²£no
barvanje grafa R3. e dobimo v roke kitajske obro£e s tremi obro£i, je potrebno
za£eti s premikom tipa 0, da pridemo v stanje 000.
Slika 4: Vozli²£no barvanje grafa R2.
Slika 5: Vozli²£no barvanje grafa R3.
e imamo kitajske obro£e z n obro£i in je n liho ²tevilo, potem je (
∑n
r=1 sr) = 1
mod 2 in je potrebno za£eti s premikom tipa 0, da pridemo v stanje 0n. e pa imamo
kitajske obro£e z n obro£i in je n sodo ²tevilo, je (
∑n
r=1 sr) = 0 mod 2 in je potrebno
za£eti s premikom tipa 1, da pridemo v stanje 0n.
Do sedaj napisana opaºanja lahko strnemo v eno samo trditev.
Trditev 3.4. Kitajski obro£i z n ∈ N obro£i imajo eno samo najkraj²o re²itev in ta
je dolºine 1
6
(−1)n+1 + 1
3
2n+1 − 1
2
. Lahko jo doseºemo z menjavami premikov tipa 0
in tipa 1. e je n lih, za£nemo s tipom 0, £e pa je n sod, za£nemo s tipom 1.
Trditev 3.3 nam pomaga najti odgovor tudi na vpra²anje, kaj je najbolj²i na-
slednji premik, da pridemo do stanja α(n), £e najdemo kitajske obro£e zapu²£ene v
nekem stanju s ∈ Bn. Sosednja stanja se razlikujejo za natanko en bit, zato bo vsota
bitov niza s liha, £e je zadnji premik na poti iz α(n) do s narejen s prvim obro£em,
in soda, £e je narejen s katerim izmed preostalih obro£ev. Glede na parnost vsote
niza s se odlo£imo o premiku na poti iz s v αn.
Za primer vzemimo stanje s = 111101000. Vsota
∑9
r=1 sr = 5. Torej je na poti do
stanja 0n naslednji korak, da damo nazaj na nosilec prvi obro£.
Zanimivo bi bilo videti, £e je verjetno, da bomo do re²itve uganke pri²li slu£ajno.
To pomeni, da igralec premika tipa 0 in tipa 1 izbira slu£ajno, z enako verjetnostjo
1
2
(razen v stanju αn in ωn). H. L. Wiesenberger je leta 2010 predstavil formulo za
izra£un pri£akovanega ²tevila potrebnih premikov, da pridemo iz stanja s v stanje t
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pri taki slu£ajni poti na Rn. Razdaljo med vozli²£ema s in t v grafu Rn ozna£imo z
dRn(s, t), oziroma kraj²e d(s, t). Z d(s) ozna£imo razdaljo od vozli²£a s do vozli²£a
α(n), torej d(s) := d(s, α(n)). Razdalja med vozli²£ema s in t je tako enaka absolutni
vrednosti razlike d(s) in d(t), torej d(s, t) = |d(s) − d(t)|. Pri£akovano ²tevilo
premikov za prehod iz stanja s v stanje t pri slu£ajni poti ozna£imo z de(s, t) in
zna²a
de(s, t) =
⎧⎪⎨⎪⎩
d(t)2 − d(s), d(t) > d(s);
0, d(t) = d(s);
(2n − 1− d(t))2 − (2n − 1− d(s)), d(t) < d(s).
Zgornja enakost za vozli²£i s = 0n in t = 1n vrne formulo
de(0
n, 1n) = d(1n)2 − d(0n) = l2n.
Vrednosti, za ²tevilo obro£ev od ena do deset, si lahko ogledamo v tabeli 2.
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
de(0
n, 1n) 1 4 25 100 441 1764 7225 20900 116281 465124
Tabela 2: Tabela prikazuje pri£akovano ²tevilo premikov pri slu£ajnem premikanju
obro£ev iz stanja 0n v stanje 1n.
V obratno smer, torej za vozli²£i s = 1n in t = 0n, velja
de(1
n, 0n) = (2n − 1− d(0n))2 − (2n − 1− d(1n)) =
= (2n − 1)2 − d(1n, 10n−1)) =
= (2n − 1)2 − ln−1, n ≥ 2.
Pri£akovano ²tevilo slu£ajnih premikov iz stanja 1n v stanje 0n si lahko za ²tevilo
obro£ev od ena do deset pogledamo v tabeli 3. Pri kitajskih obro£ih z enim samim
obro£em imamo tudi pri slu£ajnem premikanju eno samo moºnost - da damo ta
obro£ dol.
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
de(1
n, 0n) 1 8 47 220 951 3948 16087 64940 260951 1046188
Tabela 3: Tabela prikazuje pri£akovano ²tevilo premikov pri slu£ajnem premikanju
obro£ev iz stanja 0n v stanje 1n.
Iz vrednosti v tabelah 2 in 3 za n ≤ 10 lahko sklepamo, da je za re²evalca,
ki re²uje kitajske obro£e s slu£ajnem premikanjem, manj zahtevno, da dobi obro£e
lo£ene od nosilca. Pokaºimo, da to velja za poljubno ²tevilo obro£ev. Predpostavimo
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de(0
n, 1n) < de(1
n, 0n) in uporabimo trditev 3.2 za n ≥ 2.
l2n < (2
n − 1)2 − ln−1
l2n < (ln + ln−1)
2 − ln−1 = l2n + 2lnln−1 + l2n−1 − ln−1
0 < ln−1(2ln + ln−1 − 1).
Ker je za n ≥ 2 vrednost ln−1 ≥ 1, je desna stran neenakosti pozitivna, torej je na²
sklep pravilen.
Kitajska legenda o voj²£aku Hung Mingu ne poro£a o za£etnem stanju uganke,
ki jo je podaril svoji ºeni. Precej verjetno je, da ji je izro£il uganko z devetimi obro£i
na nosilcu, kar pomeni, da bi potrebovala okoli 260951 premikov, da bi spravila z
nosilca vseh devet obro£ev (predpostavljamo, da ni poznala algoritma re²evanja in
bi uganko re²evala brez razmi²ljanja). e pa bi ji dal uganko z devetimi obro£i,
lo£enimi od nosilca, bi potrebovala zgolj okoli 116281 premikov, da bi spravila
vseh devet obro£ev na nosilec (prav tako brez razmi²ljanja). Te ²tevilke prikaºejo
prednost dobrega matemati£nega modela. Za ve£jo nazornost lahko primerjamo
vrednosti iz tabele 2 in tabele 3 z vrednostmi iz tabele 1.
3.2 Nekaj lastnosti grafa Rn
3.2.1 Popolne kode
Iz izreka 3.1 vemo, da obstaja natanko ena najkraj²a pot med poljubnima vozli-
²£ema. Direktna posledica je obstoj popolnih kod za Rn.
Za graf Rn, n ∈ N, velja, da obstaja natanko ena popolna koda za sode n in
natanko dve popolni kodi v primeru, da je n liho ²tevilo. Na slikah so vozli²£a, ki
so kodne besede, ozna£ena z zeleno. Najprej si poglejmo nekaj primerov.
Za graf R1 imamo dve moºnosti. Za kodno besedo lahko v prvem primeru,
kot lahko vidimo na sliki 6, izberemo vozli²£e 0. Potem je d(0, 0) = 0 ≤ 1 in
d(1, 0) = 1 ≤ 1. V drugem primeru lahko izberemo vozli²£e 1. Tudi v tem primeru
je izpolnjen pogoj, saj je d(1, 1) = 0 ≤ 1 in d(0, 1) = 1 ≤ 1.
(a) Kodna beseda je vozli²£e 0. (b) Kodna beseda je vozli²£e 1.
Slika 6: Moºni izbiri kodnih besed za graf R1
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e v grafu R2 izberemo vozli²£e 00 za kodno besedo, potem zaradi pogoja ne
smemo izbrati vozli²£a 01. e bi sedaj izbrali vozli²£e 11 za kodno besedo, bi za
vozli²£e 01 veljalo, da je d(00, 01) ≤ 1 in tudi d(11, 01) ≤ 1, kar pa je v nasprotju z
deﬁnicijo popolne kode. Za kodno besedo je tako prava izbira vozli²£e 10, ki pokriva
tudi vozli²£e 11, zato je pogoj izpolnjen.
Slika 7: Kodni besedi za graf R2 sta vozli²£i 00 in 10.
Tudi za graf R3 imamo dve moºnosti.
e izberemo za kodno besedo vozli²£e 000, potem moramo za naslednjo kodno
besedo izbirati vozli²£e 010. Vozli²£ 001 in 011, ne smemo izbrati, saj druga£e
dobimo za vozli²£e 001 dve kodni besedi, ki izpolnjujeta pogoj z razdaljo, kar je v
nasprotju z deﬁnicijo popolne kode. Z istim agrumentom vidimo, da moramo izbrati
vozli²£e 101 za kodno besedo.
Slika 8: V prvem izboru kodnih besed za graf R3 so vozli²£a 000, 010 in 101.
V drugem primeru za kodno besedo najprej izberemo vozli²£e 001. Za naslednjo
kodno besedo izberemo vozli²£e 110 in za zadnjo kodno besedo pa izberemo vozli²£e
100. Izbrane kodne besede lahko vidimo na sliki 9.
Slika 9: Drug izbor kodnih besed za graf R3 so vozli²£a 001, 110 in 100.
Na podlagi primerov smo ugotovili, da vzamemo za kodno besedo vsako tretje
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vozli²£e. Ker je Rn = P2n , to pomeni, da gledamo ostanek pri deljenju 2n s 3. Z
indukcijo bomo dokazali
2n mod 3 =
{
1; n sod,
2; n lih.
(3.2)
Najprej naredimo indukcijo na k za sode n, n = 2k, k ∈ N.
Za k = 1 je 22 = 4 = 1 mod 3.
Po indukcijski predpostavki velja 22k = 3l1 + 1 in dokazujemo 22k+2 = 3l2 + 1.
Velja torej 22k+2 = 22k · 4 IP= (3l1 + 1) · 4 = 3(4l1 + 1) + 1.
Sedaj naredimo indukcijo na k ²e za lihe n, n = 2k − 1, k ∈ N.
Za k = 1 je 21 = 2 mod 3.
Po indukcijski predpostavki velja 22k−1 = 3l1 + 2 in dokazujemo 22k+1 = 3l2 + 1.
Velja torej 22k+1 = 22k−1 · 4 IP= (3l1 + 2) · 4 = 3(4l1 + 2) + 2.
Obravnavajmo sedaj izbiro kodnih besed v graﬁh kitajskih obro£ev za splo²en n.
Najprej poglejmo za lihe n, torej grafe R2k−1. Na sliki 10 smo izbiro kodnih besed
za£eli v drugem vozli²£u. Tako nastanejo paketi s po tremi vozli²£i, na koncu pa
nam, kot vemo iz enakosti (3.2), ostaneta dve vozli²£i. Za kodno besedo vzamemo
vozli²£e 22k−1.
Slika 10: Pri graﬁh R2k−1 je prva moºnost za popolno kodo, da za kodno besedo
vzamemo drugo vozli²£e in nato vsakega tretjega - zadnja izbira je vozli²£e 22k−1.
Izbiro kodnih besed pa lahko za£nemo tudi v vozli²£u 1, kot lahko vidimo na
sliki 11. Ponovno jemljemo vsako tretje vozli²£e, zadnja izbira za kodno besedo pa
je vozli²£e 22k−1 − 1.
Slika 11: Drugo popolno kodo v graﬁh R2k−1 dobimo, £e za£nemo z vozli²£em 1.
Z uporabo formule (3.2) dobimo mo£ mnoºice C (²tevilo kodnih besed). Za graf
22k−1 velja |C| = 22k−1−2
3
+ 1 = 1
3
(22k−1 + 1).
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Sedaj pa si poglejmo popolne kode v graﬁh R2k. e za prvo kodno besedo
izberemo vozli²£e 2, potem moramo za kodni besedi vzeti vozli²£i 22k−1 − 2 in 22k.
Na ta na£in ima vozli²£e 22k − 1 kar dve kodni besedi, kar pa je v nasprotju z
deﬁnicijo. Situacijo si lahko pogledamo na sliki 12.
Slika 12: e za kodno besedo izberemo vozli²£e 2, ne dobimo popolne kode za R2k.
Edina moºnost za popolno kodo grafa R2n je, kot lahko vidimo na sliki 13, £e za
prvo kodno besedo vzamemo vozli²£e 1, za zadnjo pa vozli²£e 22k.
Slika 13: Popolna koda za graf R2k
Mo£ mnoºice C (²tevilo kodnih besed) za graf 22k zna²a 2
2k−1
3
+ 1 = 1
3
(22k + 2),
pomagamo si s formulo (3.2).
3.2.2 Lastnosti vezane na razdaljo v grafu Rn
Graf Rn je izomorfen grafu poti na 2n vozli²£ih, zaradi £esar ima nekaj zanimivih
lastnosti.
1. Povpre£na razdalja vozli²£ do αn (ali do ωn) v Rn je enaka
0 + 1 + 2 + · · ·+ 2n − 1
2n
=
2n − 1
2
.
2. Ekscentri£nost ε(v) vozli²£a v v grafu poti je vedno maksimalna izmed razdalj
vozli²£a v do kon£nih vozli²£ grafa. Zato v Rn+1, n ∈ N0, velja
∀i ∈ B, s ∈ Bn : 2n ≤ ε(is) = 2n+1 − 1− d(s) ≤ 2n+1 − 1.
3. Vsaka vrednost v razponu od 2n do 2n+1 − 1 nastopi natanko enkrat za vsak
i, zato je skupna ekscentri£nost grafa Rn+1 enaka
E(Rn+1) = 2
2n+1−1∑
k=2n
k = 2
(2n+1 − 1 + 2n)(2n+1 − 1− 2n + 1)
2
= (3 · 2n − 1)2n.
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4. Povpre£na ekscentri£nost grafa Rn+1 je enaka
ε(Rn+1) =
1
2n+1
2n(3 · 2n − 1) = 3 · 2n−1 − 1
2
.
5. Povpre£no razdaljo grafa Rn dobimo z uporabo Wienerjevega indeksa. Ker je
graf Rn izomorfen grafu poti 2n, poglejmo, kak²en je Wienerjev indeks za graf
poti.
Wienerjev indeks za graf poti na k vozli²£ih je enak W (Pk) =
(
k+1
3
)
.
Za list e ∈ Pk, k > 1, velja W (Pk) =
∑
v∈V (Pk)
d(e, v) + W (Pk−1) = 1 + · · · +
(k− 1)+W (Pk−1) = k(k−1)2 +W (Pk−1). O£itno je, da je W (P1) = 0. Poglejmo
Wienerjev indeks za prvih nekaj k ∈ N: W (P2) = 1+0 = 1,W (P3) = 3+1 = 4,
W (P4) = 6+4 = 10,W (P5) = 10+10 = 20 . . . Primerjajmo dobljene vrednosti
z vrednostmi binomskega simbola
(
k
3
)
. Za k < 3 velja
(
k
3
)
= 0, potem pa(
3
3
)
= 1,
(
4
3
)
= 4,
(
5
3
)
= 10,
(
6
3
)
= 20 . . . Opazimo, da je W (Pk−1) =
(
k
3
)
.
Zapi²imo izraz k(k−1)
2
kot
(
k
2
)
in upo²tevajmo enakost
(
k+1
l+1
)
=
(
k
l
)
+
(
k
l+1
)
.
Tako dobimo, da je W (Pk) =
(
k
2
)
+
(
k
3
)
=
(
k+1
3
)
.
Wienerjev indeks grafa Rn je enak W (Rn) = W (2n) =
(
2n+1
3
)
= (2
n+1)!
(2n−2)!3! =
(2n+1)2n(2n−1)
3!
. Povpre£na razdalja grafa Rn je
d(Rn) =
2 · (2n + 1)2n(2n − 1)
3 · 2 · 2n · 2n =
1
3
(
22n − 1
2n
)
=
1
3
(
2n − 2−n) .
3.3 Dva kon£na avtomata
Kako je deﬁnirana razdalja med vozli²£ema v grafu Rn smo ºe zapisali na koncu
razdelka 3.1, v tem podpoglavju pa bomo predstavili, kako lahko razdaljo d(s) =
d(s, α(n)) dolo£imo s kon£nim avtomatom, imenovanim Grosov avtomat. Avtomat je
povezan s teorijo Louisa Grosa, ki jo je izdal leta 1872. Grosov avtomat je sestavljen
iz dveh stanj  iz stanja A, ki je za£etno stanje avtomata, in iz stanja B. Avtomat
deluje po pravilu opisanem na sliki 14. Za£nemo z nizom dolºine n nad abecedo B,
ki ga vstavimo v stanje A, avtomat pa nam vrne neko drugo zaporedje dolºine n
nad isto abecedo. Avtomat deluje od leve proti desni. Pri vhodnem bitu a v A se
izpi²e a. e je a = 0, ostanemo v stanju A. e pa je a = 1, se premaknemo v stanje
B. Pri vhodnem podatku b v B se izpi²e 1 − b. V stanje A se premaknemo, £e je
b = 1. V primeru, da je b = 0, ostanemo v stanju B.
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Slika 14: Predpis za delovanje Grosovega kon£nega avtomat.
Primer: Delovanje kon£nega avtomata.
1. Vzemimo niz s = 0111.
A(0111) = A(0)A(1)B(1)A(1) = 0101.
2. Vzemimo niz s = 111111111.
A(111111111) = A(1)B(1)A(1)B(1)A(1)B(1)A(1)B(1)A(1) = 101010101.
3. Vzemimo niz s = 100000000.
A(100000000) =A(1)B(0)B(0)B(0)B(0)B(0)B(0)B(0)B(0) = 1111111111.
Iz izreka 3.1 tudi vemo, da je premer Rn enak d(α(n), ω(n)) = 2n − 1, kar upora-
bimo pri dokazu trditve 3.5.
Trditev 3.5. Komponente sr niza s = sn . . . s1 ∈ Bn, n ∈ N, lahko vstavimo v
kon£ni avtomat. e za£nemo v stanju A in jih vstavljamo od leve proti desni, nam
kon£ni izpis, bran od leve proti desni in interpretiran kot dvoji²ko ²tevilo, da vrednost
d(s).
Dokaz. Z indukcijo na n bomo dokazali slede£e. e z vhodnim podatkom s za£nemo
v A, dobimo d(s). e za£nemo z vhodnim podatkom s v B, dobimo 2n − 1− d(s).
n = 1: O£itno.
e vstavimo s = 0 v A, dobimo A(0) = 0 = d(0). e vstavimo s = 1, dobimo
A(1) = 1 = d(1).
e vstavimo s = 0 v B, dobimo B(0) = 1 = 21 − 1− d(0) = 2 − 1 − 0 = 1 in £e
vstavimo s = 1, dobimo B(1) = 0 = 21 − 1− d(1) = 2− 1− 1 = 0.
n→ n+ 1: Naj bo n ∈ N in s ∈ B1+n.
Naj bo s = 0s, s ∈ Bn.
e za£nemo v A, velja A(0s) = 0A(s) = d(s) = d(s), saj je d(s) < 2n.
e za£nemo v B, velja B(0s) = 1B(s) = 2n + (2n − 1− d(s)) = 2n+1 − 1− d(s).
Naj bo s = 1s, s ∈ Bn.
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Pot od 0n+1 do 10n lahko razdelimo na dve poti  pot 0n+1 do s = 1s in od s = 1s
do 10n. Ker je dolºina celotne poti enaka 2n+1 − 1, velja torej
2n+1 − 1 = d(s) + d(s). (3.3)
e za£nemo v A, dobimo
A(1s) = 1B(s) = 2n + (2n − 1− d(s)) = 2n+1 − 1− d(s) (3.3)= d(s).
e za£nemo v B, dobimo
B(1s) = 0A(s) = d(s)
(3.3)
= 2n+1 − 1− d(s).
e nize iz primera 3.3 interpretiramo kot dvoji²ka ²tevila, dobimo naslednje
vrednosti:
1. Za s = 0111 dobimo 01012 = 22 + 20 = 5.
2. Za s = 111111111 dobimo 1010101012 = 28+26+24+22+20 = 4
5−1
4−1 =
1023
3
=
341, torej to£no ²tevilo potrebnih premikov, da spravimo vseh devet obro£ev
na uganko z devetimi obro£i.
3. Za niz s = 100000000 dobimo 1111111112 = 28 + 27 + 26 + 25 + 24 + 23 + 22 +
21 + 20 = 29 − 1 = 512− 1 = 511, kar je ravno ²tevilo potrebnih premikov, da
pridemo skozi celoten graf R9.
Opomba: Iz trditve 3.3 sledi, da je najbolj²i premik iz stanja s v stanje t premik
tipa d(s) mod 2, £e je d(s) < d(t) in tipa 1 − (d(s) mod 2), druga£e. Preostanek
najkraj²e poti dobimo z izmeni£nimi menjavami obeh tipov premikov.
S pomo£jo kon£nega avtomata s slike 14 za dani binarni niz s dobimo binarno
²tevilo, ki nam pove razdaljo s do α(n) v grafu Rn. Zastavimo si obratno vpra²a-
nje: recimo, da poznamo razdaljo d, katero vozli²£e grafa Rn je potem na razdalji
d od α(n)? Izkaºe se, da nam odgovor na to vpra²anje poda Grayeva koda  kon£ni
avtomat poimenovan po Franku Grayu, ki ga je patentiral leta 1953. Tudi Grayev
avtomat je sestavljen iz dveh stanj  za£etnega stanja A in stanja B. Kako deluje,
si lahko pogledamo na sliki 15. Premiki med dvema stanjema avtomata so izvajani
glede na pu²£ice v eno stran. Iz stanja A v stanje B se torej premaknemo, ko je
a = 1, iz stanja B v stanje A pa se premaknemo, ko je b = 0.
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Slika 15: Avtomat za Grayevo kodo.
Avtomat za Grosovo kodo je bijektivna funkcija iz stanj Bn = {0, 1}n grafa Rn
v [2n]0 = {0, 1, . . . , 2n − 1}, ki predstavlja oddaljenost od stanja αn. Avtomat za
Grayevo kodo pa je bijektivna funkcija iz [2n]0 v B
n. Glavna prednost Grayeve kode
je njen zapis, saj se sosednje ²tevilke v kodi razlikujejo za natanko en bit. Kako
prehajamo iz Grosove kode v Grayevo in obratno, si lahko pogledamo na sliki 16 za
primer kitajskih obro£ev s tremi obro£i.
Slika 16: Z Grosovim avtomatom prehajamo iz grafa R3 v graf poti P23 dolºine
sedem, z Grayevim avtomatom pa ravno obratno.
Kako deluje avtomat za Grayevo kodo si najlaºje pogledamo na primeru 417
objavljenem v [11].
Primer: Imamo kitajske obro£e s ²tirinajstimi obro£i, ki se nahajajo na nosilcu.
Zanima nas, kak²na bo pozicija obro£ev po 9999 premikih, £e na poti v stanje 014
nismo delali nepotrebnih premikov.
I²£emo stanje s ∈ B14, ki leºi na poti v R14 med 114 in 014 na razdalji 9999 od
stanja 114. Ker je l14 = d(114, s) + d(s, 014), dobimo d(s, 014) = ⌈23(214 − 1)⌉ −
d(114, s) = 10922 − 9999 = 923. Nahajamo se torej na razdalji 923 od vozli²£a 014,
kar v dvoji²kem zapisu predstavlja ²tevilo 000011100110112. Ko uporabimo avtomat
Grayeve kode iz 000011100110112 dobimo s = 00001001010110. Na nosilcu so torej
obro£i 2, 3, 5, 7 in 10.
Izkaºe se, da obstaja laºji na£in, kako lahko iz razdalje d pridemo do ustreznega
vozli²£a kot z uporabo Grayeve formule.
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Naj bo d dana razdalja, d= (dn−1dn−2 . . . d0)2. Potem deﬁnirajmo niz s =
snsn−1 . . . s1 takole:
sr = (dr + dr−1) mod 2, (3.4)
kjer postavimo dn = 0.
Da deluje, poglejmo na primeru niza s = 10110111001010. Na nizu s uporabimo
Grosov avtomat iz slike 14 in izra£unamo, da je oddaljenost niza s od vozli²£a 014
enaka d = A(1)B(0)B(1)A(1)B(0)B(1)A(1)B(1)A(0)A(0)A(1)B(0)B(1)A(0). Niz
s je torej od vozli²£a 014 oddaljen 11011010001100. Sedaj preverimo vse ²tiri moºne
kombinacije ni£el in enk, ki jih lahko dobimo v dvoji²kem zapisu razdalje. Zaradi
ve£je preglednosti si pomagajmo s tabelo 4.
s14 s13 s12 s11 s10 s9 s8 s7 s6 s5 s4 s3 s2 s1
s = 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 1 0 1 0
d = 1 1 0 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 0
d13 d12 d11 d10 d9 d8 d7 d6 d5 d4 d3 d2 d1 d0
Tabela 4: Iz niza s = 10110111001010 z uporabo Grosovega avtomata dobimo
razdaljo d=11011010001100.
Z uporabo formule (3.4) dobimo:
s2 = (d2 + d1) mod 2 = (1 + 0) mod 2 = 1 mod 2 = 1
s5 = (d5 + d4) mod 2 = (0 + 0) mod 2 = 0
s8 = (d8 + d7) mod 2 = (0 + 1) mod 2 = 1 mod 2 = 1
s13 = (d13 + d12) mod 2 = (1 + 1) mod 2 = 2 mod 2 = 0.
Formula (3.4) torej ustrezno nadome²£a Grayev avtomat pri ra£unanju vozli²£a,
ki je za razdaljo d oddaljen od vozli²£a α(n).
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4 Zanimivi pristopi k re²evanju
V tem poglavju si bomo podrobneje pogledali deli Paciolija in Cardana, ki sta v
angle²kem prevodu objavljena v £lanku [12]. Tako Pacioli kot Cardano za£neta v
stanju, ko so vsi obro£i odstranjeni z nosilca in svetujeta, kako spraviti obro£e na
nosilec. Prav tako bomo opisali, kako je kitajske obro£e obravnaval Wallis. Nazadnje
si bomo ogledali, kako se je problema kitajskih obro£ev lotil Zhu Xiang Zhuren.
Zhuren je z uporabo dveh tabel opisal postopek snemanja devetih obro£ev. Pri vseh
²tirih avtorjih bomo uporabljali enako notacijo kot v prej²njih poglavjih.
4.1 Luca Pacioli, De viribus quantitatis, med leti 1496 in 1509
Pacioli pi²e o kitajskih obro£ih v poglavju 107 z naslovom Where a solid loop is
pulled from and placed into any number of solid rings, a diﬃcult case (Kjer je trden
nosilec odstranjen in postavljen v poljubno ²tevilo trdnih obro£ev, zahteven primer).
Pacioli najprej opi²e napravo. K rokopisu je bila priloºena tudi slika, ki pa se
je izgubila. tevilo obro£ev naj bo poljubno, ve£ kot tri. Sam pa v delu obravnava
kitajske obro£e s sedmimi obro£i. Potem korak za korakom opi²e, kako na nosilec
spravimo obro£ 1, kako naredimo, da je na nosilcu samo obro£ 3, obro£a 1 in 2 pa sta
dol, in da lahko tedaj damo na nosilec obro£ 4. Bralcu naro£i, da naj da na nosilec
²e obro£ 1 in obro£ 2, tako da ima na nosilcu vse ²tiri obro£e. Sledi navodilo, da naj
bralec v pravem vrstnem redu nosilca odstrani obro£e 1, 2 in 3, tako da ostane samo
obro£ 4 na nosilcu. Potem naj da gor obro£ 5. Za obro£ 6 je potrebno vrniti na
nosilec prve tri obro£e, £emur sledi stavek in na nosilcu imamo 6 obro£ev (manjka
pa opis, kako to naredimo). Sledi opis, kako spravimo dol prvih 5 obro£ev, da imamo
na nosilcu samo obro£ 6. Torej lahko sedaj na nosilec damo obro£ 7. Kako spraviti
na nosilec tudi vse ostale obro£e, prepu²£a bralcu, ki pa naj se drºi tega na£ina in
daje gor enega za drugim. Zaklju£i, da verjame, da bodo mladi moºgani uspe²no
zapolnili luknje v njegovem pisanju.
Predlaga tudi tekmovanje za dva tekmovalca. e eden dobi pripomo£ek, ki ima
na nosilcu vse obro£e, drugi pa pripomo£ek, kjer je nosilec lo£en od obro£ev, je
zmagovalec tisti, ki prvi spravi svoj pripomo£ek v tako stanje, kot je bilo za£etno
stanje sotekmovalca. Zanimivo je, da v nobenem drugem delu ni predlagano tako
tekmovanje s kitajskimi obro£i.
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e Paciolijeva opaºanja pretvorimo v malo bolj matemati£ni jezik, je vedel sle-
de£e:
1. Obro£ 1 je prost (premaknemo ga lahko kadarkoli).
2. Obro£ r + 1 lahko premaknemo le tedaj, ko je obro£ r na nosilcu in so vsi
obro£i < r z nosilca (pridemo iz stanja (0w(r)) v stanje 1w(r)). Obro£i > r+1
ne vplivajo na ta premik.
3. Po dajanju obro£a r+1 na nosilec (torej v stanju 1w(r)) moramo dvigniti obro£e
1 do r − 1, da pridemo v stanje 1(r+1) in nato r obro£ev dol, da pridemo do
stanja 1w(r+1).
4. Ekvivalentno, £e za£nemo v stanju 01r in snamemo r− 1 obro£ev, nas to vodi
v stanje 0w(r). Dvignemo lahko obro£ r + 1 in pridemo v stanje 1w(r). Nato
dvignemo ²e r − 1 obro£ev, da pridemo v 11+r.
Zanimivo pa je, da Pacioli nikjer ne izra£una, koliko potez potrebujemo, da re²imo
problem kitajskih obro£ev s sedmimi obro£i.
4.2 Gerolamo Cardano, De subtilitate, 1550
Cardano kitajske obro£e obravnava v knjigi XV z naslovom On uncertain-type or
useless subtleties (O spremenljivem primeru oziroma neuporabni ﬁnesi).
Najprej natan£no opi²e pripomo£ek. Naprava je sestavljena iz sedmih obro£ev
in tanke kovinske plo²£ice, ki je za prst ²iroka in za dlan dolga, v katero je izvrtanih
7 okroglih lukenj, preﬁnjeno izvrtanih na enakih razdaljah po celotni dolºini. Iz teh
lukenj izhaja sedem pali£ic, ki so velike en in£ in se jih da spodaj premakniti, zgoraj
pa so zavite in objemajo za prst velike obro£e. Sama pali£ica gre skozi naslednji
obro£ preden zaobjame svojega. Vse obro£e, razen prvega, torej zadrºujejo naslednji
obro£i, da ne morejo pasti z nosilca. Tudi pali£ice in nosilec so iz kovine. Nosilec je
²irok in dolg kot kovinska plo²£ica. V knjigi se nahaja tudi slika nosilca.
Cardano nato opi²e, kako na nosilec spravimo prve ²tiri obro£e. Zanimivo je,
da v prvem koraku na nosilec hkrati postavi prva dva obro£a. Tudi kasneje, kjer je
smiselno, daje obro£a 1 in 2 hkrati na oz. z nosilca. Ko je na nosilcu obro£ 4 (kar
doseºe po ºe ²estih korakih), pa bralca spodbudi, da se drºi spodnjih treh napotkov.
1. Obro£, ki ga ºelimo dati na oz. z nosilca, naj ima na nosilcu samo tisti obro£,
ki se nahaja pred ºelenim obro£em.
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2. Ko spu²£a² obro£, mora² najprej dvigniti prva dva in potem spustiti prvega,
oziroma mora² najprej dvigniti obro£ 1 in nato spustiti hkrati obro£a 1 in 2.
3. Katerikoli obro£ ºelimo dati na nosilec oziroma z njega, moramo predtem vse
pred njim dvigniti in potem spustiti.
Drugi napotek ni napisan najbolj jasno, vendar ºeli z njim Cardano povedati,
da prva dva obro£a vedno premikamo hkrati. Ko spu²£a² obro£, mora² najprej
dvigniti prva dva in potem spustiti prvega pomeni 00 → 11 → 10, kar uporabimo,
ko snemamo obro£ 3. Najprej dvigniti obro£ 1 in nato spustiti hkrati obro£a 1 in 2
pa pomeni 10→ 11→ 00, kar uporabimo, ko snemamo obro£ 4.
Tudi v tretjem napotku Carano ni najbolj jasen. Verjetno pa je ºelel povedati, da
je za dajanje obro£a r na nosilec postopek slede£: 00r → 01r → 010r−1 → 110r−1,
za r ∈ {2, ..., 6}. e ºelimo obro£ r odstraniti z nosilca, pa je postopek slede£:
10r → 11r → 110r−1 → 010r−1, za r ∈ {2, ..., 6}.
Cardano poda tudi ²tevilo premikov, ki jih potrebujemo, da pridemo v nekaj
posebnih stanj igre. V 64 potezah (£e ni napak) so na nosilcu vsi obro£i, po dodatnih
31 potezah je na nosilcu samo obro£ 7. Torej potrebujemo 95 potez, da iz praznega
nosilca pridemo do situacije 1000000, enako jih potrebujemo tudi za nazaj  cikel
bo kon£an po 190 potezah.
Lucas je v svojem delu Cardanov na£in premikanja poimenoval pospe²eni kitajski
obro£i. Graf R˜n pospe²enih kitajskih obro£ev dobimo tako, da grafu Rn dodamo
povezave {s00, s11}, s ∈ Bn−2 in odstranimo vsa vozli²£a oblike s01. Na ta na£in
grafu dodamo 2n−2 povezav (povezave med vozli²£i {s00,s11}) in odstranimo 2 ·2n−2
povezav (povezave, ki jih izgubimo zaradi izbrisanih vozli²£ oblike s01). Tudi R˜n je
graf poti, njegova dolºina pa je enaka 2n−1+2n−2−2 ·2n−2 = 2n−2(22+1−2)−1 =
3 ·2n−2−1 [14]. Na sliki 17 lahko vidimo graf pospe²enih kitajskih obro£ev za n = 3.
Za pospe²ene kitajske obro£e velja, da je minimalno ²tevilo potrebnih premikov
enako
pn =
⎧⎨⎩2n−1, £e n lih2n−1 − 1, £e n sod. (4.1)
Za pospe²ene kitajske obro£e namre£ velja p1 = 1 in pn + pn−1 = 3 · 2n−2 − 1
oziroma pn+1 + pn = 3 · 2n−1 − 1. Vrednost pn lahko poi²£emo z nastavkom γn :=
2n−1 − pn. Velja γ1 = 0 in za vsak n ∈ N velja γn+1 = 1− γn, saj je γn+1 + γn = 1.
Zato je γ2 = 1− 0 = 1, γ3 = 1− 1 = 0, γ4 = 1− 0 = 1, γ5 = 1− 1 = 0 itd. Tako iz
ena£be pn = 2n−1 − γn dobimo enakost (4.1).
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Zaporedje p = 1, 1, 4, 7, 16, 31, 64, ... se imenuje Purkissovo zaporedje po Henryu
Johnu Purkissu, ki ga je objavil leta 1865.
Slika 17: Graf R˜3 dobimo tako, da grafu R3 dodamo povezavi med vozli²£ema 000
in 011 ter med vozli²£ema 111 in 100 (povezavi sta pobarvani zeleno). Odstranimo
mu vozli²£i 001 in 101 ter ustrezne povezave (pobarvano oranºno).
Cardano je v svojem tekstu o kitajskih obro£ih torej podal vrednosti za p7 = 64,
p6 = 31, premer grafa 3 · 27−2 − 1 = 95 in ²tevilo premikov, da pridemo tudi nazaj,
torej 2 · (27−2 − 1) = 190.
4.3 Johannis Wallis, De algebra tractatus, 1693
Tudi Wallis je za£el z obravnavo kitajskih obro£ev v stanju, ko so obro£i in nosilec
lo£eni, cilj pa je bil spraviti vse obro£e na nosilec. Za razliko od Paciolija in Cardana
je Wallis obravnaval kitajske obro£e z devetimi obro£i. Wallis je v svojem delu vsak
premik, kot smo ga obravnavali do zdaj, razdelil na dva dela - premik nosilca in
premik obro£a. Premik tipa 0 tako ²teje za dva Wallisova premika (premakniti
moramo nosilec, nato damo obro£ skozi zanko). Premik tipa 1 pa ²teje za ²tiri
Wallisove premike. Za poteg nosilec nazaj porabimo dva premika (da sta obro£,
ki ga ºelimo sneti, in njegov desni sosed na koncu nosilca), nato z enim premikom
spravimo obro£, ki ga snemamo, skozi zanko in ²e en premik, da damo sosednji
obro£ nazaj na nosilec. Wallis je obravnaval najbolj degenerirano stanje - ko je na
nosilcu samo obro£ 9. e za£nemo v stanju 0n, je prvi in nato vsak drugi premik na
poti grafa Rn tipa 0, zato se obro£ 1 premakne 2n−1-krat, kar pomeni 2n Wallisovih
premikov. Preostalih 2n−1−1 premikov pa pomeni 2n+1−4Wallisove premike. Tako
za n = 9 dobimo 1532 premikov. Wallis pa je pri svoji obravnavi pri²el do vrednosti
1533, saj je dodal ²e premik nosilca od desnega do levega konca [14].
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4.4 Zhu Xiang Zhuren, Xiao hui ji, knjiga III, ∼ 1821
V knjigiMale modrosti ima odlomek o kitajskih obro£ih naslov Metoda za razvozla-
vanje povezanih obro£ev. Tam se nahaja risba uganke z devetimi obro£i, vidimo jo
lahko na sliki 18. Vsak obro£ je na vrhu o²tevil£en. Obro£ najbolj levo ima ²tevilko
ena, obro£ najbolj desno pa ²tevilko devet. Pod risbo se nahaja nekaj komentarjev,
med drugim tudi, kako naj rokujemo z uganko. Najpomembnej²e navodilo je, da
naj premaknemo prva dva obro£a hkrati (v eni potezi), kadar je to moºno. Torej je
tudi Zhu Xiang Zhuren obro£e obravnaval na isti na£in kot Cardano. Napisano je
tudi, kako uporabljati tabeli na slikah 19 in 20. Tabeli se bereta od zgoraj navzdol
in od desne proti levi. Za£etno stanje je devet obro£ev na nosilcu, kon£no pa nosilec
lo£en od obro£ev.
Slika 18: Risba1 kitajskih obro£ev z devetimi obro£i avtorja Zhu Xiang Zhurena.
Na sliki 19 lahko vidimo tabelo I. Tabela je prepisana v sloven²£ino v tabeli 5.
Pismenke za ²tevila lahko razberemo iz oznak obro£ev na sliki 18, pismenka 下
pomeni dol in pismenka 上 gor. V prepisu tabel v sloven²£ino je D oznaka za dol,
G pa za gor. Zapis D 5 torej pomeni, da damo (dol) z nosilca obro£ 5.
1Slika je pridobljena 19.2.2018 na naslovu: https://www.facebook.com/pg/ChinesePuzzles.
org/photos/?tab=album&album_id=500203503354926
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Slika 19: Tabela2 I, avtorja Zhu Xiang Zhurena.
G 1&2
D 1
D G D G D G D G D G D 3
G 1
D 1&2
D 9 D 4 D 5 G 4 D 6 D 4 G 5 G 4 D 7 D 4 D 5
Tabela 5: Tabela je prepis tabele I v sloven²£ino.
Zaradi laºjega razumevanje tabele I, bomo vsebino vsake posamezne vrstice za-
dnjega stolpca prepisali tudi v vse ostale stolpce te tabele (napisano z zeleno).
V polju desno zgoraj na sliki 19 je zapis: Ta tabela sname deveti obro£. Ker
se branje tabele za£ne desno zgoraj, kon£a pa levo spodaj, so navodila za re²evanje
slede£a (glej tabelo 6): obro£ 1 dol, obro£ 3 dol, obro£ 1 gor, obro£a 1 in 2 dol,
obro£ 5 dol, obro£a 1 in 2 gor, obro£ 1 dol, obro£ 3 gor, ..., obro£ 3 dol, obro£a 1 in
2 dol ter se kon£a z obro£ 9 dol. e sledimo navodilom tabele I, z nosilca snamemo
obro£ 9.
2Slika je pridobljena 19.2.2018 na naslovu: https://www.facebook.com/pg/ChinesePuzzles.
org/photos/?tab=album&album_id=500203503354926
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G 1&2 G 1&2 G 1&2 G 1&2 G 1&2 G 1&2 G 1&2 G 1&2 G 1&2 G 1&2
D 1 D 1 D 1 D 1 D 1 D 1 D 1 D 1 D 1 D 1 D 1
D 3 G 3 D 3 G 3 D 3 G 3 D 3 G 3 D 3 G 3 D 3
G 1 G 1 G 1 G 1 G 1 G 1 G 1 G 1 G 1 G 1 G 1
D 1&2 D 1&2 D 1&2 D 1&2 D 1&2 D 1&2 D 1&2 D 1&2 D 1&2 D 1&2 D 1&2
D 9 D 4 D 5 G 4 D 6 D 4 G 5 G 4 D 7 D 4 D 5
Tabela 6: Tabela nam nudi navodila, kako s pripomo£ka, na katerem je vseh devet
obro£ev, spravimo obro£ 9.
Tabela nam omogo£a enostavno ra£unanje ²tevila potrebnih premikov. Tabela 6
ima, kot vidimo, 11 stolpcev in 6 vrstic ter prazen kvadratek zgoraj desno. Eno-
stavno lahko izra£unamo, da potrebujemo 65 premikov, da z nosilca odstranimo
obro£ 9, torej tabela re²i problem 19 → 0107. Brez zadnjega premika (torej snema-
nja obro£a 9), pa je to re²itev uganke s sedmimi obro£i, za katero potrebujemo (kot
smo ºe videli v podpoglavju 4.2) 64 premikov.
Na²a naloga je sedaj zmanj²ana na re²evanje problema 107 → 08, torej potovanje
skozi celoten graf R8. To naredimo z upo²tevanjem navodili v tabeli II na sliki 20,
ki je nadaljevanje tabele I. Ima ²estnajst stolpcev in 6 vrstic, torej prikazuje 96
premikov. Z izvajanjem napisanega pridemo iz stanja, ko imamo na nosilcu zgolj
obro£ 8, do stanja, ko imamo na nosilcu zgolj obro£ 7.
Slika 20: Tabela3 II.
Tabela II je v sloven²£ino prepisana v tabeli 7. Kot lahko vidimo na sliki 20, so
v nekaterih stolpcih predzadnje vrstice podani dodatni komentarji. Ti so v tabeli 7
napisani z oranºno. V komentarjih je zapisano, kak²no je na²e trenutno stanje (in
kaj se bo zgodilo v naslednjem koraku). Zapis (G je 6 → G 7) pomeni, da imamo
(gor) na nosilcu obro£ 6 in da bomo sedaj dali na nosilec obro£ 7. Kot lahko vidimo
3Slika je pridobljena 19.2.2018 na naslovu: https://www.facebook.com/pg/ChinesePuzzles.
org/photos/?tab=album&album_id=500203503354926
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v predzadnjem oknu najbolj levega stolpca, se je pripetila tiskovna napaka. Zapis
Na nosilcu sta obro£a 8 in 9 je o£itno tiskovna napaka za Na nosilcu sta obro£a
7 in 8, saj smo obro£ 9 odstranili ºe s tabelo I.
G
1&2
D 1
D G D G D G D G D G D G D G D G 3
G 1
G
sta
8&9
G je
6 →
G 7
G je
4 →
G 5
D
1&2
D 8 D 4 D 5 G 4 D 6 D 4 G 5 G 4 G 7 D 4 D 5 G 4 G 6 D 4 G 5 G 4
Tabela 7: Tabela je prepis tabele II v sloven²£ino.
V Tabeli 8 smo izpustili komentarje, z zeleno pa smo prepisali (podobno kot v
tabeli 6) vsebino desnega stolpca vsake vrstice tudi v vse preostale vrstice. Na ta
na£in nam tabela 8 daje navodila, kako priti iz stanja 0107 v stanje 02106. Za to
porabimo, kot lahko izra£unamo z uporabo tabele 8, (16 · 6) = 96 korakov.
G
1&2
G
1&2
G
1&2
G
1&2
G
1&2
G
1&2
G
1&2
G
1&2
G
1&2
G
1&2
G
1&2
G
1&2
G
1&2
G
1&2
G
1&2
G
1&2
D 1 D 1 D 1 D 1 D 1 D 1 D 1 D 1 D 1 D 1 D 1 D 1 D 1 D 1 D 1 D 1
D 3 G 3 D 3 G 3 D 3 G 3 D 3 G 3 D 3 G 3 D 3 G 3 D 3 G 3 D 3 G 3
G 1 G 1 G 1 G 1 G 1 G 1 G 1 G 1 G 1 G 1 G 1 G 1 G 1 G 1 G 1 G 1
D
1&2
D
1&2
D
1&2
D
1&2
D
1&2
D
1&2
D
1&2
D
1&2
D
1&2
D
1&2
D
1&2
D
1&2
D
1&2
D
1&2
D
1&2
D
1&2
D 8 D 4 D 5 G 4 D 6 D 4 G 5 G 4 G 7 D 4 D 5 G 4 G 6 D 4 G 5 G 4
Tabela 8: Navodila, kako priti iz stanja 0107 v stanje 02106.
Pri nadaljnjem re²evanju bi sedaj lahko upo²tevali zrcalno strukturo grafa R8.
Ponovno bi lahko uporabili tabelo II, le da bi tokrat ²li v obratno smer (za£eli bi
spodaj levo in kon£ali zgoraj desno). Pri tem bi morali vse znake D zamenjati z G in
vse znake G z D. Da pridemo iz stanja 0107 v stanje 08, porabimo (16·6)+(16·6−1) =
96 + 95 = 191 korakov.
Vendar avtor raje uvede iterativno metodo s ponovno uporabo tabele II od za-
£etka. Tokrat se ustavi sredi tabele (peta vrstica, deveti stolpec). Sedaj sta na
nosilcu obro£a 6 in 7, v naslednjem koraku bomo sneli obro£ 7 (po tabeli pa bi
v naslednjem koraku morali dati na nosilec obro£ 7). Tretja uporaba tabele II
re²i problem 03105 → 031204 (uporabo tabele kon£amo v peti vrstici trinajstega
stolpca). esta uporaba tabele II re²i problem 06102 → 06120 (kon£amo v drugi
vrstici ²estnajstega stolpca). Na sliki 20 je to nakazano z dvema £rticama ob robu
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in zapisu obro£a 2 in 3 sta na nosilcu, £emur sledi zapis obro£ 3 je snet. Do konca
nas lo£ita ²e zadnje dva koraka, ki sta zapisana v £etrti in peti vrstici ²estnajstega
stolpca. tevilo potrebnih premikov, da spravimo z nosilca obro£e 3-8, je zapisanih
na sliki 20 nad tabelo II. Ko jih se²tejemo skupaj z zadnjima dvema premikoma,
dobimo pravilno vrednost 191.
Zgoraj opisano lahko zapi²emo bolj splo²no. Tako k-ta uporaba tabele II od
za£etka re²i problem 0k108−k → 0k1207−k v (3·26−k−1) korakih, £emur sledi snemanje
obro£a (9− k).
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5 Zaporedja, ki se pojavijo pri obravnavanju kitaj-
skih obro£ev
V tem poglavju bomo obravnavali nekatera zaporedja, ki se pojavijo pri preu£evanju
kitajskih obro£ev z n obro£i. Lichtenbergovo zaporedje in Arimino zaporedje se po-
javita pri obi£ajnih kitajskih obro£ih, Purkissovo zaporedje se pojavi pri pospe²enih
kitajskih obro£ih, Jacobsthalovo zaporedje pa je zaporedje razlik Lichtenbergovega
zaporedja. Grosovo zaporedje je zaporedje obro£ev, ki jih dajemo na nosilec pri
kitajskih obro£ih z neskon£no obro£i.
5.1 Lichtenbergovo zaporedje
Lichtenbergovo zaporedje smo ºe sre£ali v podpoglavju 3.1. V tem podpoglavju pa
si bomo ogledali nekaj formul, ki nam omogo£ajo laºje in hitrej²e ra£unanje ln in
nekatere druge rekurzivne zveze povezane z ln. Pri tem se drºimo vira [13].
Trditev 5.1. Za n ∈ N velja enakost ln = 16(−1)n+1 + 132n+1 − 12 = ⌈23(2n − 1)⌉.
Dokaz. Da dokaºemo zgornjo enakost, pogledamo, kak²en ostanek nam da 2n − 1
pri deljenju s 3 za sode in lihe n.
Pri sodih n = 2k, k ∈ N, se nam levi del ena£be poenostavi v zapis 2
3
(22k − 1). Z
indukcijo dokaºemo, da se deljenje izraza 22k − 1 s 3 izide.
Za k = 1 dobimo 22·1 − 1 = 3, za k = 2 dobimo 22·2 − 1 = 15 = 3 · 5, itd.
Po indukcijski predpostavki torej velja 22k−1 = 3l1 in dokazujemo 22k+1−1 = 3l2.
Tako dobimo 22k+1 − 1 = 22k · 4− 1 IP= (3l1 + 1) · 4− 1 = 12l1 + 3 = 3(4l1 + 1).
Velja torej ⌈2
3
(22k − 1)⌉ = 2
3
(22k − 1), kar se ujema z izra£unom za sode n.
Za lihe n, n = 2k − 1, k ∈ N, se nam levi del ena£be poenostavi v 2
3
(22k−1)− 1
3
.
Z indukcijo dokaºemo, da dobimo pri deljenju izraza 22k−1 − 1 s 3 ostanek 1.
Za k = 1 dobimo 22·1−1 − 1 = 1, za k = 2 velja 22·2−1 − 1 = 7, za k = 3 velja
22·3−1 − 1 = 31, itd.
Po indukcijski predpostavki velja 22k−1−1 = 3l1+1, dokazujemo 22(k+1)−1−1 =
3l2 + 1. Tako dobimo 22k+1 − 1 = 22k−1 · 4 − 1 IP= (3l1 + 2) · 4 − 1 = 12l1 + 7 =
12l1 + 6+ 1 = 3(4l1 + 2) + 1 = 3l2 + 1. Tako velja 22k−1 − 1 = 3l+ 1, l ∈ N0, zaradi
£esar je l = 2
3
(22k−2 − 1).
Sledi enakost ⌈2
3
(22k−1−1)⌉ = ⌈2
3
(3l+1)⌉ = ⌈(2l+ 2
3
)⌉ = 2l+1 = 4
3
(22k−2−1)+1 =
4
3
· 22k−2 − 4
3
+ 1 = 2
3
(22k−1)− 1
3
, kar ustreza izra£unu za lihe n.
36
Trditev 5.2. Rekurzivna zveza iz trditve 3.2
l1 = 1 in za vsak n ∈ N, n > 1, velja: ln + ln−1 = 2n − 1 (5.1)
je ekvivalntna Lichtenbergovi rekurzivni zvezi
l0 = 0 in ln+1 = ln + 2ln−1 + 1. (5.2)
Dokaz. Iz zveze (5.1) dobimo enakost 2n = ln + ln−1 + 1. Za n + 1 dobimo ln+1 =
2n+1− 1− ln = 2(2n)− 1− ln = 2(ln+ ln−1+1)− 1− ln = 2ln+2ln−1+2− 1− ln =
ln + 2ln−1 + 1.
Trditev 5.3. Za Lichtenbergovo zaporedje za vse n > 1 velja ena£ba
ln = 2ln−1 + n0, (5.3)
kjer je n0 = n mod 2.
Dokaz. Trditev bomo dokazali z indukcijo na n. Pri tem bomo upo²tevali enakost
n0 + (n+ 1)0 = 1. (5.4)
Enakost (5.4) velja, saj je ali n ali n + 1 sodo ²tevilo, zato po modulu 2 enako 0.
Drugo ²tevilo je tako liho in zato enako 1 po modulu 2.
Za n = 2 velja l2 = 2l1 + l0 = 2 · 1 + 0 = 2 (glej tabelo 1).
Velja ln = 2ln−1 + n0 in dokazujemo ln+1 = 2ln + (n + 1)0. 2ln + (n + 1)0
(5.4)
=
ln + ln + 1− n0 IP= ln + 2ln−1 + n0 + 1− n0 = ln + 2ln−1 + 1 (5.2)= ln+1.
Za konec razdelka dokaºimo ²e eno lastnost Lichtenbergovega zaporedja.
Trditev 5.4. Za n > 1 velja zveza ln+1 = 2n + ln−1.
Dokaz. ln+1
(5.2)
= ln + 1n−1 + 1n−1 + 1
(5.1)
= 2n − 1 + ln−1 + 1 = 2n + ln−1.
5.2 Arimino zaporedje
Najprej deﬁnirajmo novo zaporedje λn, ki ²teje ²tevilo premikov na nosilec v pro-
blemu 1n → 0n (oziroma, ekivalentno, ²tevilo premikov z nosilca v problemu 1n →
0n).
Trditev 5.5. Za n ∈ N velja:
ln = 2λn + n. (5.5)
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Dokaz. Z nosilca moramo spraviti n obro£ev, ki so bili prej na nosilcu. e damo pri
tem postopku kak²nega nazaj gor, ga moramo dati tudi nazaj dol (zato 2 · λn).
Trditev 5.6. Za vsak n ∈ N velja:
ln+1 − ln = 2λn+1 + 1, (5.6)
kjer je λn+1 = λn+1 − λn.
Dokaz. 2λn+1+1 = 2λn+1− 2λn+1 (5.6)= ln+1− (n+1)− (ln−n)+1 = ln+1− ln.
Trditev 5.7. Za n > 1 velja zveza:
λn+1 = ln−1. (5.7)
Dokaz. 2λn+1 + 1
(5.6)
= ln+1 − ln (5.2)= ln + 2ln−1 + 1 − ln = 2ln−1 + 1. Velja torej
2λn+1 + 1 = 2ln−1 + 1, zato je λn+1 = ln−1.
Deﬁnirajmo novo zaporedje µn, ki ²teje ²tevilo premikov z nosilca v problemu
1n → 0n (oziroma, ekvivalentno, ²tevilo premikov na nosilec v problemu 0n → 1n).
Trditev 5.8. Za n ∈ N velja:
µn = λn + n. (5.8)
Dokaz. Z nosilca moramo dati vse obro£e (n obro£ev). Tiste obro£e, ki jih pri tem
damo na nosilec (teh je λn), moramo dati ²e enkrat dol.
Sedaj lahko deﬁniramo Arimino zaporedje A := µ.
Trditev 5.9. Arimino zaporedje lahko deﬁniramo tudi z rekurzivno zvezo A1 = A2 =
1 in An+2 = 2An+1 − 1 + n0.
Dokaz. Uporabimo enakost (5.7) za n + 1 in dobimo λn+2 = ln
(5.3)
= 2ln−1 + n0
(5.7)
=
2(λn+1)+n0. Velja torej λn+2−λn+1 = 2λn+1−2λn+n0. Po trditvi 5.8 za n = n+2
velja λn+2 = µn+2 − (n+ 2), za n = n+ 1 velja λn+1 = µn+1 − (n+ 1) in za n velja
λn = µn−n. Ko vse to vstavimo v enakost λn+2−λn+1 = 2λn+1−2λn+n0, dobimo
µn+2−µn+1− 1 = 2µn+1− 2µn− 2−n0 in zato µn+2 = 2µn+1− 1−n0. Po deﬁniciji
Ariminega zaporedja je to enako An+2 = 2An+1 − 1 + n0.
Prvih nekaj £lenov Ariminega zaporedja je A = 0, 1, 1, 2, 3, 6, 11, 22, 43, 86, . . .
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Na slikah 21 in 22 opazujmo, kaj se dogaja z obro£em 1, ko z nosilca snamemo
oziroma damo na nosilec obro£ 2.
Slika 21: Del grafa R4 od vozli²£a 14 do vozli²£a 04. V oranºnem pravokotniku se
zgodi sprememba, ko damo na nosilec oziroma z nosilca obro£ 2.
Slika 22: Del grafa R5 od vozli²£a 15 do vozli²£a 05. V oranºnem pravokotniku se
zgodi sprememba, ko damo na nosilec oziroma z nosilca obro£ 2.
Opazimo, da pri vsakem premiku obro£a 2 (tako na nosilec kot z nosilca) sledi
snemanje obro£a 1. Naj bo D zaporedje, ki ²teje, kolikokrat damo z nosilca obro£
1. Dn+2 je torej ²tevilo, kolikokrat snamemo obro£ 1 pri problemu 1n+2 → 0n+2. Pri
n+ 2 obro£ih damo obro£ 2 z nosilca Dn+1-krat in (Dn+1 − 1) na nosilec. Gledamo
namre£, kot bi imeli kitajske obro£e brez obro£a 1. Z obro£em 2 naredimo eno potezo
ve£ z nosilca kot na nosilec. Za lih n je snetje obro£a 1 dodaten premik z nosilca,
ki omogo£a obro£u 3, da gre z nosilca direktno, brez da bi bil obro£ 2 vklju£en, kot
lahko vidimo v zelenem kvadratu na sliki 22.
Velja torej Dn+2 = Dn+1 +Dn+1 − 1 + n0 in D1 = D2 = 1, zato A = D.
Tako smo pokazali, da Ariminovo zaporedje ²teje ²tevilo premikov obro£a 1 z
nosilca v problemu 1n → 0n.
Dodatno velja, da je An−r+1 ²tevilo snemanj obro£a r ∈ [n]. Slednje sledi iz
dejstva, da premiki obro£ev 2 do n tvorijo optimalno re²itev za n− 1 obro£ev in da
je An−r+1 = A(n−1)−(r−1)+1.
Ideja, da vpra²anje dolºine najkraj²e optimalne re²itve zreduciramo na analizo
premikov prvega obro£a z nosilca, se pojavi v knjigi Sh	uki Sanp	o iz leta 1769 japon-
skega matematika Yoriyukija Arime. Avtor uporabi induktivni argument narejen na
rekurzivni zvezi
∀n ∈ N : An+1 = 2An − n0. (5.9)
Ta rekurzivna zveza se ujema z rekurzivno zvezo iz trditve 5.9. Za n = n−1 namre£
dobimo An+1 = 2An−1+(n−1)0. Za sode n velja −1+(n−1)0 = −1+1 = 0 = −n0,
za lihe n pa −1 + (n− 1)0 = −1 + 0 = −1 = −n0, zato je −1 + (n− 1)0 = −n0.
Arima je v svojem delu objavil tudi tabeli za Ar in A9−r+1 za r ∈ [9].
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Naslednja trditev nam omogo£a ra£unanje ²tevila premikov obro£a 1 z nosilca v
problemu 1n → 0n brez uporabe rekurzije.
Trditev 5.10. Za n > 1 velja:
An =
1
3
(2n−1 + 1 + n0). (5.10)
Dokaz. Enakost dokaºemo z indukcijo na n.
Za n = 1 velja A1 = 13(2
0 + 1 + 1) = 1.
Predpostavimo, da velja An = 13(2
n−1 + 1 + n0), torej 2n−1 = 3An − 1 − n0 in
dokazujemo An+1 = 13(2
n + 1 + (n+ 1)0).
1
3
(2n+1+(n+1)0) =
1
3
(2·2n−1+1+(n+1)0) IP= 13(2(3An−1−n0)+1+(n+1)0) =
1
3
(6An − 2− 2n0 + 1 + (n+ 1)0) = 2An − 13 − 23n0 + 13(n+ 1)0.
Za sode n je −1
3
− 2
3
n0 +
1
3
(n + 1)0 = −13 − 23 · 0 + 13 · 1 = 0, za lihe n pa je
−1
3
− 2
3
n0+
1
3
(n+1)0 = −13− 23 ·1+ 13 ·0 = −1, zato velja −13− 23n0+ 13(n+1)0 = −n0.
Od tod 1
3
(2n + 1 + (n+ 1)0) = 2An − n0 (5.9)= An+1.
Tudi za Ariminovo zaporedje velja podobna zveza kot je trditev 5.4 za Lichten-
bergovo zaporedje.
Trditev 5.11. Za n > 1 velja:
An+1 = An−1 + 2n−2. (5.11)
Dokaz. An−1+2n−2
(5.10)
= 1
3
(2n−2+1+(n−1)0)+2n−2 = 132n−2+ 13+ 13(n−1)0+2n−2 =
2n−2(1
3
+ 1) + 1
3
+ 1
3
(n− 1)0 = 132n + 13 + 13(n− 1)0.
An+1 =
1
3
(2n + 1 + (n+ 1)0) =
1
3
2n + 1
3
+ 1
3
(n+ 1)0.
Ker sta (n− 1) in (n+ 1) iste parnosti, velja An+1 = An−1 + 2n−2.
Trditev 5.12. Ariminovo in Lichtenbergovo zaporedje sta za n > 1 povezana takole:
An+1 = ln−1 + 1. (5.12)
Dokaz. Iz ena£be (5.5) izrazimo λn = ln−n2 . To vstavimo v ena£bo (5.8) in dobimo
µn =
ln+n
2
. Ariminovo zaporedje je po deﬁniciji A := µ, zato velja An+1 = µn+1 −
µn =
ln+1+n+1
2
− ln+n
2
= ln+1−ln+1
2
(5.2)
= 2ln−1+1+1
2
= ln−1 + 1.
40
5.3 Purkissovo zaporedje
Purkissovo zaporedje dobimo pri re²evanju pospe²enih kitajskih obro£ev. Kot smo
ºe izra£unali v podpoglavju 4.2, je dolºina grafa pospe²enih kitajskih obro£ev z n
obro£i enaka 3 · 2n−2− 1. Z enakim razmislekom kot pri obi£ajnih kitajskih obro£ih
pridemo do zveze
pn + pn−1 = 3 · 2n−2 − 1. (5.13)
Formulo (4.1) za ²tevilo potrebnih premikov pri pospe²enih kitajskih obro£ih
lahko zapi²emo v obliki
pn = 2
n−1 − 1 + n0, (5.14)
saj za sode n velja −1 + n0 = −1, za lihe n pa velja −1 + n0 = 0.
Trditev 5.13. Purkissovo in Lichtenbergovo zaporedje sta za n > 1 povezana takole:
pn+1 = 3ln−1 + 1. (5.15)
Dokaz. Trditev bomo dokazali z uporabo ena£be (3.1): ln = 132
n+1 + 1
6
(−1)n+1 − 1
2
za ra£unanje potrebnih premikov pri kitajskih obro£ih z n obro£i, vendar jo bomo
zapisali na druga£en na£in. Velja
ln =
1
3
2n+1 − 2
3
+
1
3
n0. (5.16)
Za sode n je namre£ 1
6
(−1)n+1− 1
2
= −1
6
− 1
2
= −2
3
, kar ustreza −2
3
+ 1
3
n0 = −23+0 =
−2
3
. Za lihe n pa je 1
6
(−1)n+1− 1
2
= +1
6
− 1
2
= −1
3
, kar ustreza −2
3
+ 1
3
n0 = −23 + 13 =
−1
3
. To pomeni, da sta ena£bi (3.1) in (5.16) enaki.
Ker je ln = 13(2
n+1 − 2 + n0), velja
3ln = 2
n+1 − 2 + n0. (5.17)
To uporabimo v dokazu trditve. Velja namre£ 3ln−1 + 1 = (2n− 2 + (n− 1)0) + 1 =
2n− 1+ (n− 1)0. Po drugi strani pa je pn+1 (5.14)= 2n− 1+ (n+1)0. Ker sta (n− 1)
in (n+ 1) iste parnosti, je trditev dokazana.
Trditev 5.14. Za Purkissovo zaporedje velja:
p1 = p2 = 0 in za vsak n ≥ 2 velja pn+1 = pn + 2 · pn−1 + 1. (5.18)
Dokaz. Iz ena£be (5.15) izrazimo ln−1 =
pn+1−1
3
, zapi²emo ²e za ln in ln+1 in vstavimo
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v (5.2). Tako dobimo
pn+3 − 1
3
=
pn+2 − 1
3
+ 2 · pn+1 − 1
3
+ 1
p− n+ 3− 1 = pn+2 − 1 + 2 · pn+1 − 2 + 3
pn+3 = pn+2 + 2 · pn+1 + 1
pn+1 = pn + 2 · pn−1 + 1.
Trditev 5.15. Za vsak n ≥ 2 je Purkissovo zaporedje povezano z Lichtenbergovim
zaporedjem in Ariminovim zaporedjem s formulo:
pn = ln − 2An−1 + 1.
Dokaz. Hkratni premiki obro£ev 1 in 2 ustrezajo natanko tistim premikom pri obi-
£ajnih kitajskih obro£ih, kjer obro£ 2 zamenja pozicijo. Pri pospe²enih kitajskih
obro£ih obro£ 2 namre£ nikoli ne potuje sam. Ker je An−1 ²tevilo snemanj obro£a 2
in ker je An−1 − 1 ²tevilo name²£anj obro£a 2 na nosilec, trditev sledi.
5.4 Jacobsthalovo zaporedje
Jacobsthalovo zaporedje je zaporedje razlik Lichtenbergovega zaporedja. Prvih ne-
kaj £lenov Jacobsthalovega zaporedja je J := l = 0, 1, 1, 3, 5, 11, 21, 43, 85, 171 ...
Trditev 5.16. Za n ∈ N velja zveza:
Jn =
1
3
(pn+2 − pn+1). (5.19)
Dokaz. 1
3
(pn+2 − pn+1) (5.15)= 13(3ln + 1− 3ln−1 − 1) = ln − ln−1
DEF
= Jn.
Trditev 5.17. Jacobsthalovo zaporedje za n > 1 povezuje Lichtenbergovo zaporedje
in Purkissovo zaporedje.
Jn−1 = ln − pn. (5.20)
Dokaz. ln − pn (5.15)= pn+2−13 − pn = pn+2−1−3pn3
(5.18)
= pn+1+2pn+1−1−3pn
3
= pn+1−pn
3
(5.19)
=
Jn−1.
Trditev nam pove, da £e uvedemo pospe²eno ²tetje namesto obi£ajnega, pri n
obro£ih naredimo to£no Jn−1 premikov manj.
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Za Jacobsthalovo zaporedje za n > 1 in J1 = 1 veljajo naslednje zveze.
Trditev 5.18.
(i)
Jn + Jn−1 = 2n−1 (5.21)
(ii)
Jn+1 = 2ln−1 + 1 (5.22)
(iii)
Jn = ln−1 + n0. (5.23)
Dokaz.
(i) Jn + Jn−1
(5.20)
= ln+1 − pn+1 + ln − pn = ln+1 + ln − (pn+1 + pn) (5.1), (5.13)=
2n+1 − 1− (3 · 2n−1 − 1) = 2n+1 − 1− 3 · 2n−1 + 1 = 2n−1(4− 3) = 2n−1
(ii) Jn+1
DEF
= ln+1 − ln (5.2)= 2ln−1 + 1
(iii) Jn
(5.22)
= 2ln−2 + 1
(5.3)
= ln−1 − (n− 1)0 + 1 (5.4)= ln−1 + n0.
Za Jacobsthalovo zaporedje Jn, n ∈ N, kjer je J1 = J2 = 1, veljajo naslednje
rekurzivne zveze.
Trditev 5.19.
(i)
Jn+2 = Jn+1 + 2Jn. (5.24)
(ii)
Jn+2 = Jn + 2
n. (5.25)
(iii)
Jn+1 = 2Jn + (−1)n. (5.26)
Dokaz.
(i) Dokazujemo Jn+2 − Jn = Jn+1 + Jn (5.21)= 2n. Velja Jn+2 − Jn DEF= ln+2 − ln+1 −
ln + ln−1 = ln+2 − ln − (ln+1 − ln−1) (5.1)= 2n+1 − 2n = 2n.
(ii) Jn+2
(5.24)
= Jn+1 + 2Jn = Jn+1 + Jn + Jn
(5.21)
= 2n + Jn.
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(iii) Jn+1
(5.22)
= 2ln−1 + 1
(5.23)
= 2(Jn − n0) + 1 = 2Jn − 2n0 + 1. Za sod n je
−2n0 + 1 = 1, za lih n je −2n0 + 1 = −1. Zato −2n0 + 1 = (−1)n, iz £esar
sledi Jn+1 = 2Jn + (−1)n.
Trditev 5.20. Za n ∈ N velja:
Jn = An+1 − 1 + n0. (5.27)
Dokaz. Iz ena£be (5.9) za n+1 dobimo An+2 = 2An+1− (n+1)0 (5.4)= 2An+1−1+n0,
kar pomeni, da je −1+n0 = An+2− 2An+1. Ta izraz ustavimo v desno stran trditve
in dobimo An+1−1+n0 = An+1+An+2−2An+1 = An+2−An+1 (5.12)= ln+1−ln−1−1 =
ln − ln−1 = Jn.
Posledica 5.21. An = Jn−1 + n0.
Dokaz. Uporabimo trditev 5.27 za n = n − 1 in upo²tevamo 1 − (n − 1)0 = n0 iz
ena£be (5.4).
Trditev 5.22.
Jn+1 = 2An+1 − 1. (5.28)
Dokaz. Jn+1
(5.26)
= 2Jn+(−1)n (5.27)= 2(An+1−1+n0)+(−1)n = 2An+1−2+2n0+(−1)n.
Za sode n velja −2 + 2n0 + (−1)n = −2 + 0 + 1 = −1, za lihe n pa prav tako velja
−2 + 2n0 + (−1)n = −2 + 2− 1 = −1, kar pomeni, da je trditev dokazana.
e zdruºimo ena£bi (5.20) in (5.28), dobimo rekurzivno zvezo, ki povezuje Pur-
kissovo zaporedje z Lichtenbergovim in Ariminovim.
Trditev 5.23. Za vse n ∈ N velja:
pn = ln − 2An−1 + 1. (5.29)
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5.5 Grosovo zaporedje
V tem podpoglavju bomo obravnavali kitajske obro£e z neskon£no obro£i. Drºimo
se vira [12].
e za£nemo v stanju, ko so obro£i in nosilec lo£eni, je zaporedje obro£ev, ki
jih premikamo, slede£e: g = 1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 4, 1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 5, 1, 2, 1, 3, 1, . . . Z na-
vajenem ²tevilk smo kon£ali v trenutku, ko je na nosilcu prvih pet obro£ev. To
zaporedje je sicer ºe zastopano v tabeli II Zhu Xiang Zhurena, vendar je bil (kot
vemo) Gros prvi, ki je ²tudiral to zaporedje. O njem je pisal v leta 1872 izdani knjigi
Théorie du Baguenodier par un clerc de notaire lyonnais, zato nosi njegovo ime.
Grosovo zaporedje zado²£a naslednji trditvi:
Trditev 5.24. Za vsak k ∈ N velja
gk =
⎧⎨⎩1, £e k lihg k
2
+ 1, £e k sod.
Dokaz. Kot vemo iz trditve 3.3, se v re²itvi uganke vedno izmenjujejo premiki tipa
0 in tipa 1. Posledi£no je vsak lihi premik tipa 1, kar pomeni, da je gk = 1 za lih k.
Poglejmo sedaj sode premike (premike obro£ev 2, 3, 2, 4, 2, 3, 2, 5, 2, . . . ). Opa-
zimo, da so identi£ni re²itvi uganke z obro£i 2, 3, 4, . . . . Ker se ti premiki pojavljajo
v sodih korakih, sledi drugi del trditve.
Z uporabo trditve 5.24 dobimo naslednjo posledico:
Posledica 5.25. Naj bo k ∈ N zapisan v obliki k = 2r(2s+ 1), r, s ∈ N0. Potem je
gk = r + 1.
Dokaz. e je r = 0, potem je k = 20(k) = 2s + 1, kar pomeni, da je k liho ²tevilo.
Po trditvi 5.24 velja gk = 1 = 0 + 1.
e je r ≥ 1, potem je k sod. Naredili bomo indukcijo na r.
Za r = 1 je k = 2 = 21(2 · 0 + 1) in g2 = 2 = 1 + 1.
Privzamemo, da za k = 2r(2s + 1) velja gk = r + 1. Dokazujemo, da za k =
2r+1(2s + 1) velja gk = r + 2. Ker je k sod, lahko zapi²emo k = 2(2r(2s + 1)). Po
trditvi 5.24 je gk = g2r(2s+1) + 1
IP
= (r + 1) + 1 = r + 2.
Posledica 5.25 z drugimi besedami pravi, da je gk ²tevilo ponovitev faktorja 2
v 2k. Velja namre£, 2k = 2r+1(2s + 1), kar pomeni, da se faktor 2 v 2k pojavi
(r + 1)-krat.
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Z uporabo posledice 5.25 dokaºemo ²e eno karakteristiko Grosovega zaporedja.
Posledica 5.26. Za vsak n ∈ N0 velja: g2n = n + 1 in za vsak k ∈ [2n − 1] velja:
g2n−k = gk = g2n+k.
Dokaz. Formula g2n = n + 1 sledi iz posledice 5.25, saj je k = 2n = 2n(2 · 0 + 1),
zato velja gk = n+ 1.
Naj bo sedaj k = 2r(2s + 1) za r ∈ [n]0 = {0, . . . , n − 1} in s ∈ [2n−r−1]0 =
{0, . . . , 2n−r−1 − 1}. To ustreza pogoju k ∈ [2n − 1] = {1, 2, . . . , 2n − 1}. Za r = 0
namre£ dobimo ravno vsa liha ²tevila med vklju£no 1 in 2n− 1, za r = 1 pa dobimo
ravno vsa soda ²tevila med vklju£no 2 in 2n − 2. Potem velja:
2n + k = 2n + 2r(2s + 1) = 2r(2n−r + 2s + 1) = 2r(2(2n−r−1 + s) + 1). Torej
je 2n + k = 2r(2s′ + 1), s′ = 2n−r−1 + s ≥ 0 in r ≥ 0, zato lahko uporabimo
posledico 5.25. Velja g2n+k = r + 1.
2n − k = 2n − 2r(2s + 1) = 2r(2n−r − 2s − 1) = 2r(2(2n−r−1 − s − 1) + 1).
Torej, 2n − k = 2r(2s′ + 1). Ker je s ≤ 2n−r−1 − 1, velja s′ = 2n−r−1 − s − 1 ≥
2n−r−1 − (2n−r−1 − 1) − 1 ≥ 0, zato s′, r ≥ 0 in lahko uporabimo posledico 5.25.
Velja g2n−k = r + 1.
Torej g2n−k = r + 1 = g2n+k. Po posledici 5.25 velja gk = r + 1, zato je dokaz
zaklju£en.
Gros je uporabil posledico 5.25 za svoje prakti£no pravilo. Premik, ki vodi v
stanje s (iz smeri stanja α(n)), za katerega velja d(s) = k, je narejen z obro£em gk, ki
je pozicija (²tejemo od ena) najbolj desnega bita 1 v k. Zato premik tega obro£a v
smeri stran od s vodi v α(n). Simetri£no pa premikanje v smer proti 10n−1 vklju£uje
obro£ s pozicijsko ²tevilko najbolj desne 0 v dvoji²kem zapisu k. Povezavo med gk
in pozicijo najbolj desnega bita 1 v dvoji²kem zapisu k nam nudi naslednja trditev:
Trditev 5.27. Naj bo k = (bnbn−1 . . . b1b0) dvoji²ki zapis ²tevila k ∈ N. Deﬁnirajmo
g˜k = i, bi = 1 in bj = 0 za j ∈ [i]0. Torej je g˜k indeks najbolj desnega neni£elenga
bita v dvoji²kem zapisu ²tevila k. Potem velja g˜k + 1 = gk.
Dokaz. Dokazujemo z indukcijo na k.
Za k = 1: g˜1 = 0 = g1 − 1 = 1− 1 = 0.
Naj velja za k, torej g˜k + 1 = gk. Dokazujemo g˜k+1 + 1 = gk+1.
e je k+1 lih, potem je g˜k+1 = 0, saj bo najbolj desen neni£eln bit na mestu b0.
Ker je po trditvi 5.24 gk+1 = 1, velja g˜k+1 + 1 = 0 + 1 = 1 = gk+1.
e je k + 1 sod, potem po trditvi 5.24 velja gk+1 = g k+1
2
+ 1. Zaradi lastnosti
binarnega zapisa velja g˜k+1 = g˜ k+1
2
+ 1. Velja torej g˜k+1 + 1 = (g˜ k+1
2
+ 1) + 1
IP
=
g k+1
2
+ 1 = gk+1.
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Velja torej, da je g˜k + 1 = gk pozicija najbolj desnega bita 1 v dvoji²kem zapisu
k.
Primer: g˜1 = 0, saj je b0 = 1. Nadalje, g˜24 = 3, saj je 24 = 110002 in je b3 = 1, b2 =
b1 = b0 = 0.
Primer: Naj bo s = 000001100. Razdalja s od α(9) zna²a d(000001100)= 8 =
10002. Zadnji premik iz stanja α(9) → 000001100 je narejen z obro£em g8 = 4. e
ho£emo iz stanja s priti nazaj v α(9), to prav tako naredimo z obro£em 4. e pa
se ºelimo premakniti naprej (v smeri stanja 108), naredimo to z obro£em 1 (najbolj
desni ni£elni bit v dvoji²kem zapisu k je namre£ 0).
e primerjamo prakti£no pravilo z na²im receptom na strani trinajst, ima
Grosovo postopek prakti£no slabost  stanje s je vidno za re²evalca, k pa je potrebno
izra£unati.
O£itno je 1, 2, 3, 4, . . . brezkvadratno zaporedje nad abecedo N. e eno brez-
kvadratno zaporedje bomo poiskali s pogosto uporabljeno strategijo v teoriji algo-
ritmov, imenovano poºre²ni algoritem. Poºre²ni algoritem deluje tako, da re²itev
danega problema i²£emo korak za korakom, kjer je v vsakem koraku delna re²itev
izbrana tako, da optimizira dolo£en kriterij poºre²nega algoritma. V na²em primeru
iskanja brezkvadratnega zaporedja je najbolj o£iten kriterij za poºre²ni algoritem,
da za naslednji £len zaporedja izberemo najmanj²e pozitivno ²tevilo, ki ne povzro£i
kvadrata. Naj bo a = (an)n∈N zaporedje, ki ga dobimo na ta na£in. Velja torej, da
za vsak n ∈ N : an = min{u ∈ N | a1, . . . , an−1, u ne vsebuje kvadrata}. Prvih nekaj
£lenov je torej: a1 = 1, a2 = 2, a3 = 1, a4 ̸= 1, a4 ̸= 2, zato a4 = 3. e nadaljujemo,
dobimo slede£e prve £lene zaporedja: 1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 4, 1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 5, 1, . . . Kot
opazimo, se ti £leni ujemajo s prvimi £leni Grosovega zaporedja. Tako uganemo
trditev:
Trditev 5.28. Zaporedji g in a sta enaki.
Dokaz. Trditev bomo dokazali s tem, da bomo pokazali, da posledica 5.25 ostane
veljavna, £e g zamenjamo z a. Najprej trdimo, da za vsak r ∈ N0 velja:
(i) a2r = r + 1
(ii) ak < r + 1 za vsak k < 2r
Oboje bomo dokazali z indukcijo na r.
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Za r = 0:
(i) a1 = 1
(ii) ak < 1 za vsak k < 20 = 1 je na prazno izpolnjena.
za r = 1:
(i) a2 = 2
(ii) ak < 2 za vsak k < 2, torej a1 = 1 < 2.
Naj bo sedaj r ≥ 2 in predpostavimo a2r−1 = r in da so £leni pred a2r−1 manj²i
od r. Prvih 2r−1 − 1 £lenov po £lenu a2r−1 v zaporedju narejenim s poºre²nim
algoritmom sovpada s prvimi 2r−1 − 1 £leni zaporedja. e bi skonstruirali kvadrat,
ta ne bi vseboval a2r−1 , saj so po indukcijski hipotezi £leni pred njim manj²i. Zato
bi se kvadrat moral pojaviti pred (oziroma, ekvivalentno, kasneje) a2r−1 , kar pa ni
mogo£e. Zato imamo zaporedje, ki vsebuje (2r−1−1)+1+(2r−1−1) = 2r−1 £lenov
oblike 1, 2, . . . , 1, r − 1, 1, 2, . . . , 1, r, 1, 2, . . . , 1, r − 1, 1, 2, . . . , 1. Zdaj vidimo, da je
a2r = r + 1, saj bi druga£e dobili kvadrat. e ve£, ta argument implicira resni£nost
dela (ii).
Predpostavimo zdaj, da je k = 2r(2s+1), s ≥ 1. Naj bo t ∈ N tak, da bo veljalo
2t < k < 2t+1. Da pokaºemo, da je ak = r + 1, tudi v tem primeru nadaljujemo z
indukcijo na t.
t = 1: 2 < k < 4, torej je k = 3 = 20(2 · 1 + 1) in a3 = 0 + 1 = 1.
Naj bo k ≥ 2. Potem je po zgornjem ak = ak−2t (prvih 2t − 1 £lenov zaporedja je
namre£ enakih, kot so £leni med a2t in a2t+1). Ker je k − 2t = 2r(2s + 1) − 2t =
2r((2s+1)−2t−r) in je (2s+1)−2t−r lih, indukcijska hipoteza implicira ak−2t = r+1.
Potem je tudi ak = r + 1.
Posledica 5.29. Grosovo zaporedje je strogo brezkvadratno.
Dokaz. Grosovo zaporedje je po zgornji trditvi brezkvadratno. Zaradi poºre²nosti
metode ne moreta biti dve ²tevili ve£ji od ena zaporedno ena za drugo. Permutacija
bi bila torej moºna samo med dvema ²teviloma ve£jima od ena. To pa, zaradi
pogoja poºre²ne metode, ne gre. Vedno moramo namre£ vzeti najmanj²e pozitivno
²tevilo.
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6 Zaklenjeni slon£ki
Kot smo do sedaj opazili, lahko kitajske obro£e obravnavamo na dva na£ina  kot
obi£ajne kitajske obro£e ali kot pospe²ene kitajske obro£e. Za nekatere je bila mo-
ºnost, da lahko hkrati premikamo obro£a 1 in 2 mote£a, zato so si ºeleli izdelati
uganko, podobno kitajskim obro£em, ki bi mehansko omogo£ala zgolj premikanje
enega obro£a v eni potezi. Okoli leta 1970 (patentirana 1972) je nastala igra Locking
disc puzzle, avtorja Williama Keisterja, ki omogo£a ravno to  premikanje zgolj enega
diska v eni potezi [4]. Leta 1987 pa je bila predstavljena njena razli£ica zaklenjeni
slon£ki [1], ki jo bomo obravnavali v tem poglavju.
Tako v Locking disc puzzle kot v zaklenjenih slon£kih je prepleten sistem obro-
£ev zamenjan s kroºnimi diski vpetimi v drsnik. Vsak disk (razen prvega) ima na
treh stranicah izrezan kroºni izsek, kar omogo£a vrtenje okoli centra. Prvi disk je
druga£en v tem, da ima kroºni izsek narejen samo na dveh nasprotnih stranicah,
nasproti konveksne strani pa je daljica, glej sliko 23.
Nosilec kitajskih obro£ev ustreza ohi²ju zaklenjenih slon£kov, obro£i pa diskom.
Diski so, kot lahko vidimo na sliki 23, o²tevil£eni 1-7. Z 1 je ozna£en najbolj desni
disk  disk najbliºje izhodu. Vrtenje diskov ustreza snemanju obro£ev oziroma
dajanju obro£ev na nosilec, premikanje drsnika naprej in nazaj po ohi²ju pa ustreza
premikanju obro£ev po nosilcu [14].
Slika 23: Disk najbolj desno je ozna£en z 1.
Oblika ohi²ja in diskov vpliva na to, kako se diski rotirajo. Diske lahko rotiramo
samo v zato namenjeni odprtini. Stanje, ko je obro£ na nosilcu, ustreza postavi-
tvi konveksne strani diska vzporedno z dalj²im robom ohi²ja  disk je postavljen
vertikalno (ozna£imo z 1). Disk lahko rotiramo tudi tako, da je njegova konve-
ksna stranica pravokotna na dalj²o stranico ohi²ja  disk je postavljen horizontalno.
Zaklenjeni slon£ki pa se od kitajskih obro£ev razlikujejo v tem, da obstajata dve
horizontalni orientaciji diskov (druga vertikalna orientacija je izklju£ena z ohi²jem).
Stanje kitajskih obro£ev, ko obro£ ni na nosilcu, ustreza horizontalni postavitvi, ko
slon£ek z rilcem kaºe proti izhodu (ozna£imo z 0). Drugo horizontalno orientacijo
(orientacijo, ko je slon£ek proti izhodu obrnjen z repom) ozna£imo z (−1).
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Stanje, ko so vsi diski postavljeni vertikalno, imenujemo za£etna pozicija. Dr-
snik lahko potegnemo iz ohi²ja, ko so vsi diski postavljeni horizontalno. Pri tem
uporabljamo dva tipa rotacije diska:
Rotacija tipa 0: disk 1 lahko vedno premaknemo do mesta za obra£anje in ga
obrnemo, £e ni zaklenjen z diskom 2.
Rotacija tipa 1: Disk, razli£en od diska 1, lahko zavrtimo, £e ni zaklenjen z
diskom levo od njega in velja, da je disk pred njim vertikalno in vsi ostali pred njim
horizontalno.
Opomba: Disk je zaklenjen, kadar je disk levo od njega v stanju (−1).
Slika 24: Disk 3 lahko rotiramo z uporabo rotacije tipa 1.
Spodnja rekurzija in razmislek nam povesta, koliko obratov diskov moramo na-
rediti, £e ºelimo re²iti zaklenjene slon£ke. Pri optimalni re²itvi nikoli ne spravimo
nobenega diska v stanje (−1). Z Sn ozna£imo ²tevilo potrebnih rotacij, da spra-
vimo n slon£kov iz stanja 1n v stanje 0n. Disk n lahko obrnemo samo tedaj,
ko smo v stanju 110n−2. Da pridemo do tega stanja, potrebujemo Sn−2 rota-
cij. V eni rotaciji obrnemo n-ti disk, da pridemo v stanje 010n−2. Da pridemo
iz stanja 010n−2 v stanje 011n−2, potrebujemo Sn−2 premikov, saj potrebujemo
isto ²tevilo premikov, da pridemo iz stanja 0n−2 v stanje 1n−2 ali obratno  iz
stanja 1n−2 v stanje 0n−2. V zadnjem koraku moramo obrniti Sn−1 diskov, da
iz stanja 01n−1 pridemo do kon£nega stanja 0n. Tako dobimo rekurzivno zvezo
Sn = sn−2+1+Sn−2+Sn−1 = Sn−1+2Sn−2+1. Ker je S1 = 1 in S2 = 2, smo dobili
enako rekurzivno zvezo, kot jo je Lichtenberg dobil za kitajske obro£e (ena£ba (5.2)).
Potrebno ²tevilo rotacij za re²itev n zaklenjenih slon£kov torej ustreza re²itvi za n
kitajskih obro£ev. Sedem zaklenjenih slon£kov lahko torej re²imo v 85 rotacijah.
Tudi zaklenjeni slon£ki imajo, tako kot kitajski obro£i, dve moºnosti za za£etni
premik  ali premik diska 1 ali premik diska 2. Prav tako velja, da mora re²evalec
pri lihem ²tevilu diskov (standardna verzija) za£eti z diskom 1, pri sodem ²tevilu
diskov pa z diskom 2. e za£ne z napa£nim, kon£a s pozicijo, kjer so vsi diski, razen
zadnjega, horizontalno. Da moramo pri sedmih zaklenjenih slon£kih za£eti z diskom
1, lahko razmislimo takole. e ºelimo obrniti disk 7, moramo imeti disk 6 vertikalno
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in vse pred njim horizontalno. e ºelimo imeti disk 5 horizontalno, moramo imeti
disk 4 vertikalno in vse pred njim horizontalno. e ºelimo imeti disk 3 horizontalno,
moramo imeti disk 2 vertikalno in disk 1 horizontalno. Za£eti moramo torej z diskom
1 [8].
Zanimivo pa je, da uganka ni ekvivalenta kitajskim obro£em. Ustrezni graf stanj
ima namre£ ve£ vozli²£ kot R7, zato grafa nista izomorfna [14]. Primer grafa za dva
zaklenjena slon£ka si poglejmo na sliki 25.
Slika 25: Graf R2 ima zgolj 4 vozli²£a (primerjaj s sliko 4), medtem ko ima graf stanj
za igro zaklenjeni slon£ki 7 vozli²£. Dodatna vozli²£a so ozna£ena z belimi to£kami,
dodatne povezave so ozna£ene s £rtkano £rto.
Uganki imata tudi zanimivo pomanjkljivost v dizajnu, ki (nenamerno) omogo£a
kraj²o re²itev. To je moºno, ker je ohi²je prekratko. Kadar namre£ damo drsnik
£ez okvir, lahko zunanje diske obra£amo brez omejitev. Postopek kraj²e re²itve si
bomo s pomo£jo slik 26  31 in napisov pod njimi pogledali za sedem zaklenjenih
slon£kov [8].
Slika 26: Po obi£ajnem postopku obrnemo diske 1-5.
Slika 27: Drsnik potegnemo do konca ven.
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Slika 28: Obrnemo disk 1 vertikalno, diska 2 in 3 pa zavrtimo za 180◦ (da slon£ki z
repom kaºejo proti izhodu).
Slika 29: Drsnik zapeljemo nazaj do mesta v okvirju, kjer lahko obrnemo disk 4, in
ga obrnemo za 180◦.
Slika 30: Obrnemo tudi diska 5 in 6 za za 180◦.
Slika 31: Sedaj lahko obrnemo tudi disk 7 za za 180◦ in potegnemo drsnik in okvirja,
s £imer je igre konec.
Za skraj²ano (goljuﬁvo) verzijo je potrebnih S5 + 7 rotacij, torej skupaj zgolj 28
rotacij, kar je znatno manj kot 85, kolikor jih potrebujemo pri obi£ajnem re²evanju.
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7 Zaklju£ek
V delu je predstavljena zgodovina igre kitajski obro£i s poudarkom na dogajanju
na Kitajskem in v Evropi. Kitajski obro£i so popisani matemati£no, njihova stanja
pa so vsebovana v grafu stanj Rn. Matemati£na obravnava nam omogo£i izra£un
²tevila potrebnih premikov za re²itev uganke z n obro£i. Pri tem opazimo tudi
²tevilna zaporedja in zveze med njimi. V delu je predstavljen optimalni algoritem
re²evanja. Obravnavano je re²evanje igre glede na sodost in lihost ²tevila obro£ev.
Poleg tega so obravnavani tudi pospe²eni kitajski obro£i, ki dovoljujejo hkratno
premikanje obro£ev 1 in 2. Pri obravnavi grafa stanj pridemo do zanimivih lastnosti,
med katerimi je tudi popolna koda. V ozadju igre nastopata kon£na avtomata, ki
omogo£ata izra£un oddaljenosti dolo£enega vozli²£a od vozli²£a αn oziroma dolo£itev
vozli²£a, ki je za razdaljo d oddaljen od vozli²£a αn. Spoznali smo, da kitajski obro£i
niso zgolj igra£a za kratko£asenje, ampak imajo tudi globlje matemati£no ozadje.
Za spoznavanje z rekurzivnim zaporedjem in raziskovanjem algoritmov je ²e posebej
primerna razli£ica imenovana zaklenjeni slon£ki. Ta, za razliko od kitajskih obro£ev,
omogo£a zgolj rotacijo enega diska v eni potezi.
Izkaºe se, da obstajajo tudi druge igre pri katerih v ozadju nastopa isti algoritem
re²evanja oziroma pri svojem re²evanju uporabljajo Grosovo zaporedje. Zanimivo
je, da je Grosovo zaporedje nudilo re²itev za Hanojski stolp, ²e preden so ti bili
dejansko izumljeni. Uporaba Grosovega zaporedja nudi moºnost za njihovo nadaljnje
preu£evanje.
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